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C-krivulje
Povzetek
C-Bézierjeve krivulje predstavljajo razširitev kubičnih Bézierjevih krivulj. Defini-
rane so kot linearna kombinacija baznih funkcij sin t, cos t, t in 1. V definiciji
nastopa še parameter α, ki dodatno vpliva na obliko krivulje. C-Bézierjeve krivulje
v limitnem primeru α → 0 konvergirajo h kubičnim Bézierjevim krivuljam. Obe
družini krivulj se zaradi številnih lepih geometrijskih lastnosti uporabljata v raču-
nalniško podprtem geometrijskem oblikovanju. V delu na kratko predstavimo še
sorodne Fergusonove krivulje in njihovo razširitev na C-krivulje. Glavna prednost
C-Bézierjevih krivulj je ta, da lahko z njimi eksaktno narišemo krožni lok in lok
elipse. V delu je podana geometrijska karakterizacija krivulje, ki predstavlja krož-
ni lok in polovico loka elipse. Na koncu predstavimo še Bézierjeve in C-Bézierjeve
krivulje kot PH krivulje, ki se uporabljajo v programih CNC strojev.
C-curves
Abstract
The C-Bézier curves represent the extension of the cubic Bézier curves. They are
defined as a linear combination of the basis functions sin t, cos t, t and 1. The
definition also includes a parameter α that additionally affects the shape of the
curve. In the limit case α → 0, the C-Bézier curves converge to Cubic Béziers
curves. Both families of curves are used in computer aided geometric design because
of their numerous beautiful geometric properties. In this work we briefly present the
related Ferguson curves and their extension to the C-curves. The main advantage
of the C-Bézier curves is that we can accurately plot the circular arc and arc ellipse.
The geometric characterization of the curve, which represents a circular arc and a
half of the arc of the ellipse, is also given in the paper. Finally, we present Bézier
and C-Bézier curves as PH curves used in CNC machines.
Math. Subj. Class. (2010): 65D10, 65D15, 65D17
Ključne besede: gladkost, interpolacija s krivuljami, algoritmi za aproksimacijo
funkcij, računalniško podprto oblikovanje
Keywords: smoothing, curve fitting, algorithms for functional approximation, com-
puter aided design
ix

1 Uvod
C-Bézierjeve krivulje so parametrično podane krivulje, ki se uporabljajo v računal-
niško podprtem geometrijskem oblikovanju. Njihova uporaba je razširjena predvsem
zaradi preprostega načrtovanja oblike krivulje, na katero vpliva postavitev kontrol-
nih točk. C-Bézierjeve krivulje predstavljajo razširitev Bézierjevih krivulj, ki sta
jih razvila Pierre Bézier in Paul de Casteljau za oblikovanje v avtomobilski indu-
striji. Definicijo in lastnosti C-Bézierjevih krivulj je najbolj strnjeno opisal Zhang
v delu [8], kjer je predstavil še C-Fergusonove krivulje in C-B-zlepke. Računanje s
polinomskimi Bézierjevimi krivuljami je z vidika zahtevnosti bolj preprosto, vendar
z njimi ne moremo oblikovati nekaterih preprostih oblik, kot je na primer krožnica.
Z uporabo C-Bézierjevih krivulj pa lahko natančno narišemo krožnico ali elipso. To
pa je tudi glavni razlog za njihovo obravnavo.
V drugem razdelku definiramo Bézierjeve krivulje, navedemo njihove najpo-
membnejše lastnosti ter opišemo interpolacijo podatkov z uporabo Bézierjevih kri-
vulj. V tretjem razdelku definiramo kubične Fergusonove krivulje in izpeljemo nji-
hovo povezavo s kubičnimi Bézierjevimi krivuljami. V četrtem razdelku definiramo
C-Bézierjeve krivulje in opišemo njihove lastnosti. Predstavimo še B-algoritem za ra-
čunanje točk na krivulji in povezavo med Bézierjevimi in C-Bézierjevimi krivuljami.
V petem razdelku definiramo C-Fergusonove krivulje kot nadgradnjo kubičnih Fer-
gusonovih krivulj ter predstavimo njihovo povezavo s C-Bézierjevimi krivuljami. V
šestem razdelku izračunamo koordinate kontrolnih točk, ki določajo C-Bézierjevo
krivuljo, ki predstavlja lok krožnice in lok elipse. Dokažemo še geometrijsko ka-
rakterizacijo takih krivulj. V sedmem razdelku predstavimo osnove PH krivulj in
pokažemo, kdaj postaneta Bézierjeva in C-Bézierjeva krivulja PH krivulji. V osmem
razdelku uporabimo obravnavane krivulje za oblikovanje dveh logotipov.
2 Bézierjeve krivulje
Bézierjeve krivulje so parametrično podane polinomske krivulje. Ime nosijo po fran-
coskem inženirju Pierru Bézierju, ki je bil zaposlen v avtomobilski tovarni Renault.
Teorijo o Bézierjevih krivuljah je razvil v začetku 60. let 20. stoletja, uporabil pa
jo je pri oblikovanju avtomobilskih karoserij. Neodvisno od njega je Bézierjeve kri-
vulje razvil tudi francoski fizik in matematik Paul de Casteljau, zaposlen v tovarni
Citroen [7]. Predvidevajo, da je krivulje razvil že pred Bézierjem, vendar svojih
zapisov ni nikoli objavil [2]. Bézierjeve krivulje so nepogrešljiv del računalniško
podprtega geometrijskega oblikovanja. Poleg avtomobilske industrije se uporabljajo
še pri oblikovanju krivulj v računalniški grafiki, pri načrtovanju ladijskih in letalskih
trupov, pri animaciji, pri oblikovanju računalniških pisav . . . [1].
2.1 Geometrijska konstrukcija
Oblika Bézierjeve krivulje je določena s točkami, ki jih imenujemo kontrolne točke.
Za začetek si poglejmo konstrukcijo krivulje na primeru treh kontrolnih točk. Naj
bodo b0, b1 in b2 kontrolne točke ter t poljubno realno številno z intervala [0, 1].
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Definirajmo novi točki kot konveksno kombinacijo dveh zaporednih kontrolnih točk,
b10 = (1− t)b0 + tb1,
b11 = (1− t)b1 + tb2.
Na dobljenih točkah ponovno uporabimo konveksno kombinacijo ter izraz poenosta-
vimo,
b20 = (1− t)b10 + tb11
= (1− t)2b0 + 2(1− t)tb1 + t2b2.
Točka b20 je točka na Bézierjevi krivulji pri parametru t. Izražena je kot konveksna
kombinacija kontrolnih točk. Ko parameter t preteče interval [0, 1], dobimo Bézier-
jevo krivuljo, določeno s kontrolnimi točkami b0, b1, in b2. Iz konstrukcije ugoto-
vimo, da točke na Bézierjevi krivulji dobimo s ponavljanjem konveksnih kombinacij.
Slika 1 prikazuje konstrukcijo točke na Bézierjevi krivulji pri parametru t = 1
3
.
Vpeljimo še nekaj oznak in osnovnih pojmov. Kot smo omenili že zgoraj, točke
b0, b1, . . ., bn imenujemo kontrolne točke. Poligon, ki ga dobimo tako, da zaporedne
kontrolne točke povežemo z daljico, imenujemo kontrolni poligon. Stopnja Bézierjeve
krivulje, določene z n+1 kontrolnimi točkami, je n. Na sliki 1 je narisana Bézierjeva
krivulja stopnje 2, oz. kvadratna Bézierjeva krivulja.
Slika 1: Geometrijska konstrukcija točke na Bézierjevi krivulji stopnje 2 pri para-
metru t = 1
3
. Kontrolne točke so povezane v kontrolni poligon.
2.2 De Casteljauov algoritem
De Casteljauov algoritem nosi ime po Paulu de Casteljauju, ki naj bi ga prvi upo-
rabil pri konstrukciji Bézierjevih krivulj. Algoritem je tesno povezan z geometrijsko
konstrukcijo, ki smo jo spoznali v prejšnjem poglavju. Z algoritmom računamo točke
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na Bézierjevi krivulji pri nekem parametru t. Naj bodo b0, b1, . . ., bn kontrolne
točke. Izračunajmo točke
bri (t) = (1− t)br−1i + tbr−1i+1
za r = 1, . . ., n in i = 0, . . ., n − r, kjer velja b0i = bi. Točka bn0 je točka na
Bézierjevi krivulji, določeni s kontrolnimi točkami b0, b1, . . ., bn pri parametru t.
De Casteljauov algoritem običajno predstavimo v trikotni shemi, ki je prikazana na
sliki 2. Algoritem je enostaven za implementacijo. Če ne potrebujemo vmesnih re-
zultatov, je priporočljivo, da v programu elemente od drugega stolpca dalje ustrezno
prepisujemo v prvi stolpec, saj je s tem postopek prostorsko bolj ekonomičen.
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Slika 2: Shema de Casteljauovega algoritma za računanje točke na Bézierjevi krivulji
pri parametru t.
2.3 Bernsteinova oblika Bézierjeve krivulje
Bézierjevo krivuljo lahko izrazimo v eksplicitni obliki. Pri tem za bazo uporabimo
Bernsteinove bazne polinome. Za začetek si poglejmo njihovo definicijo in nekaj
njihovih lastnosti.
Definicija 2.1. Bernsteinovi bazni polinomi so definirani kot
Bni (t) =
(
n
i
)
ti(1− t)n−i, t ∈ [0, 1], i = 0, 1, 2, . . . , n.
Na sliki 3 so prikazani grafi Bernsteinovih baznih polinomov stopnje 3.
Za Bernsteinove polinome velja enakost
Bni (t) = B
n
n−i(1− t), (2.1)
3
Slika 3: Grafi Bernsteinovih baznih polinomov stopnje 3.
ki jo enostavno pokažemo tako, da polinoma v enačbi zapišemo po definiciji in
uporabimo simetričnost binomskega simbola.
Polinomi zadoščajo rekurzivni zvezi
Bni (t) = (1− t)Bn−1i (t) + tBn−1i−1 (t).
Za dokaz enakosti uporabimo razcep binomskega simbola.
Bernsteinovi polinomi so nenegativni na [0, 1], kar očitno sledi iz njihove definicije.
Poleg tega pa predstavljajo particijo enote, torej
n∑
i=0
Bni (t) = 1.
Pri dokazu zadnje lastnosti uporabimo binomski izrek.
Bernsteinovi polinomi stopnje n predstavljajo bazo v prostoru polinomov stopnje
≤ n. Ta lastnost nam omogoča, da pri definiciji krivulj namesto standardne baze
uporabimo Bernsteinove bazne polinome.
Podrobne dokaze naštetih lastnosti Bernsteinovih polinomov lahko najdemo v [4].
Lastnosti Bernsteinovih baznih polinomov se odražajo v lastnostih Bézierjevih
krivulj.
Definicija 2.2. Bézierjeva krivulja stopnje n je definirana kot
bn(t) =
n∑
j=0
Bnj (t)bj =
n∑
j=0
(
n
j
)
tj(1− t)n−jbj,
kjer je bj j-ta kontrolna točka, parameter t pa leži na intervalu [0, 1].
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Iz zapisa vidimo, da je Bézierjeva krivulja res polinomska krivulja v spremenljivki
t, le da ni izražena v standardni bazi, temveč z Bernsteinovimi baznimi polinomi. Ali
eksplicitna formula v zgornji definiciji res predstavlja enako krivuljo, kot jo dobimo
preko de Casteljauovega algoritma? Odgovor lahko zapišemo kot izrek.
Izrek 2.3. Naj bodo b0, b1, . . ., bn kontrolne točke ter t ∈ [0, 1]. Potem je točka, ki
jo vrne de Casteljauov algoritem, torej bn0 (t), enaka točki, izračunani z eksplicitno
formulo Bézierjeve krivulje. Velja torej
bn0 (t) = b
n(t).
Dokaz. Oglejmo si dokaz kombinatorične narave, s preštevanjem izračunov v de
Casteljauovem algoritmu. Pomagamo si s shemo na sliki 2. Začnimo s kontrolno
točko bj. Zanima nas, kolikokrat jo pri izračunu bn0 pomnožimo s faktorjem t in
kolikokrat s faktorjem (1 − t). Po shemi se premaknemo (n − j)-krat diagonalno
in j-krat vodoravno, torej dobimo faktor tj(1 − t)n−j. To lahko naredimo na (n
j
)
načinov. Enak razmislek ponovimo za vse kontrolne točke in dobimo
bn0 =
n∑
j=0
(
n
j
)
tj(1− t)n−jbj = bn(t).
Opomba 2.4. Izrek lahko pokažemo tudi z indukcijo na stopnjo Bézierjeve krivulje
n [4, izrek 5, str. 20].
2.4 Lastnosti Bézierjevih krivulj
V tem razdelku bomo opisali nekaj najpomembnejših lastnosti Bézierjevih krivulj
in predstavili njihovo uporabnost pri računalniško podprtem geometrijskem obliko-
vanju.
Interpolacija prve in zadnje kontrolne točke
Bézierjeva krivulja poteka skozi b0 in bn. To pokažemo tako, da v eksplicitno formulo
v definiciji 2.2 v prvem primeru vstavimo parameter t = 0, v drugem pa t = 1. Ta
lastnost je uporabna pri oblikovanju, ker z izbiro položaja prve in zadnje kontrolne
točke določimo, kje se bo Bézierjeva krivulja začela oz. končala.
Lastnost konveksne ovojnice
Bézierjeva krivulja leži znotraj konveksne ovojnice kontrolnih točk. To je res zato,
ker je Bézierjeva krivulja po definiciji 2.2 izražena kot konveksna kombinacija kon-
trolnih točk. Vemo pa, da konveksna kombinacija točk leži znotraj njihove konve-
ksne ovojnice. Lastnost konveksne ovojnice je ena izmed najpomembnejših lastnosti
Bézierjevih krivulj, saj z določitvijo kontrolnih točk nadziramo, kje se bo krivulja
nahajala. To lastnost uporabimo tudi, kadar želimo preveriti, ali se dve krivulji se-
kata. Če je presek njunih konveksnih ovojnic prazen, potem krivulji zagotovo nimata
nobene skupne točke.
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Oblika krivulje sledi obliki kontrolnega poligona
Ta lastnost intuitivno sledi iz geometrijske konstrukcije Bézierjeve krivulje. Ravno
zaradi te lastnosti so Bézierjeve krivulje zelo uporabne pri geometrijskem oblikovan-
ju, saj lahko s postavitvijo kontrolnih točk že predvidimo obliko krivulje. Pri tem je
vrstni red kontrolnih točk pomemben, saj te določajo obliko kontrolnega poligona
in s tem tudi obliko krivulje. Na sliki 4 so prikazane kubične Bézierjeve krivulje, ki
jih določajo kontrolne točke na enakih položajih. Opazujemo lahko, kako vrstni red
kontrolnih točk vpliva na obliko Bézierjeve krivulje.
Slika 4: Primeri kubičnih Bézierjevih krivulj s pripadajočimi kontrolnimi poligoni,
katerih oblika je odvisna od vrstnega reda kontrolnih točk.
Simetričnost
Kontrolne točke b0, b1, . . ., bn predstavljajo isto Bézierjevo krivujo kot kontrolne
točke bn, bn−1, . . ., b0, kjer parametrizacija poteka od točke bn do točke b0. Velja
torej
n∑
j=0
Bnj (t)bj =
n∑
j=0
Bnj (1− t)bn−j.
To sledi iz enakosti (2.1).
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Invariantnost domene
Bézierjeva krivulja ni nujno vedno definirana na intervalu [0, 1]. Recimo, da je
parameter definiran na poljubnem intervalu u ∈ [a, b]. V tem primeru uvedemo
lokalni parameter t kot
t =
u− a
b− a . (2.2)
Zanj velja, da leži na intervalu [0, 1] in ga zato lahko uporabimo v definiciji Bézier-
jeve krivulje. Omenjen postopek imenujemo reparametrizacija krivulje. Uvedba
lokalnega parametra je afina preslikava, zato lahko rečemo, da je Bézierjeva krivulja
invariantna za afino transformacijo parametra.
Afina invariantnost
Bézierjeva krivulja je invariantna za afine preslikave, kot so rotacija, translacija in
skaliranje. To pomeni naslednje. Recimo, da Bézierjevo krivuljo, podano s kon-
trolnimi točkami, preslikamo z afino preslikavo. Enako krivuljo dobimo, če najprej
preslikamo kontrolne točke in nato narišemo Bézierjevo krivuljo podano s preslika-
nimi kontrolnimi točkami. Drugi postopek je časovno manj zahteven, saj moramo
afino preslikavo uporabiti na manjšem številu točk. Ta lastnost je posledica dejstva,
da točke na Bézierjevi krivulji dobimo z zaporednimi linearnimi interpolacijami kon-
trolnih točk. Linearna interpolacija je afino invariantna, kar velja tudi za končno
zaporedje linearnih interpolacij.
2.5 Odvodi Bézierjevih krivulj
Odvajajmo eksplicitno formulo Bézierjeve krivulje
dbn
dt
(t) =
n∑
j=0
(
n
j
)
bj
(
jtj−1(1− t)n−j − (n− j)tj(1− t)n−j−1) .
Odvod zapišemo z dvema vsotama. V prvi premaknemo indeks ter vsoti zopet
združimo in preuredimo do oblike
dbn
dt
(t) =
n−1∑
j=0
(
n− 1
j
)
tj(1− t)n−1−jn(bj+1 − bj)
= n
n−1∑
j=0
Bn−1j (t)(bj+1 − bj).
Zaradi krajšega zapisa definirajmo prvo premo končno diferenco kot
∆bj := bj+1 − bj.
Sedaj lahko odvod Bézierjeve krivulj zapišemo krajše
dbn
dt
(t) = n
n−1∑
j=0
Bn−1j (t)∆bj. (2.3)
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Poglejmo si še eno lastnost Bézierjeve krivulje, ki je povezana z njenim odvodom.
Zanima nas odvod krivulje v prvi in zadnji kontrolni točki. V formulo za odvod (2.3)
vstavimo parametra t = 0 in t = 1. Dobimo odvoda Bézierjeve krivulje v b0 in bn,
torej
dbn
dt
(0) = n(b1 − b0) = n∆b0,
dbn
dt
(1) = n(bn − bn−1) = n∆bn−1.
(2.4)
Zaključimo, da vektor b1 − b0 predstavlja smer Bézierjeve krivulje v prvi kontrolni
točki. To pomeni, da je tangenta na krivuljo v točki b0 v smeri prve daljice pripa-
dajočega kontrolnega poligona. Podobno je tangenta na krivuljo v točki bn v smeri
zadnje daljice kontrolnega poligona.
2.6 Subdivizija
Bézierjeva krivulja je definirana na intervalu [0, 1]. Recimo, da želimo opazovati le
del krivulje na intervalu [0, c], za c ∈ [0, 1]. Postopku, s katerim določimo kontrolne
točke dela krivulje na intervalu [0, c], rečemo subdivizija. Naj bodo b0, b1, . . ., bn
kontrolne točke prvotne Bézierjeve krivulje bn, kontrolne točke nove krivulje cn pa
označimo c0, c1, . . ., cn. Ker nova krivulja določa del prvotne krivulje, mora veljati
c0 = b0 in cn = bn(c). Izkaže se, da so kontrolne točke krivulje cn ravno točke iz
de Casteljauovega algoritma krivulje bn pri parametru c, ki v shemi nastopajo na
zgornji diagonali (glej sliko 2). Velja torej ci = bi0(c), za i = 0, 1, . . ., n. To se
najelegantneje dokaže z zapisom Bézierjeve krivulje v razcvetni obliki (glej [4]). Na
sliki 5 je primer subdivizije Bézierjeve krivulje stopnje 4 pri parametru c = 1
2
. Točka
bn(c) razdeli prvotno krivuljo na dva dela. Zaradi simetrije lahko določimo tudi
kontrolne točke za del krivulje na intervalu [c, 1]. Tudi te točke določimo s pomočjo
de Casteljauovega algoritma. Iskane točke nastopajo v shemi algoritma v spodnji
vrstici, po vrsti od desne proti levi.
2.7 Zlepki
V praksi pogosto naletimo na nalogo, kjer moramo interpolirati veliko število po-
datkov. To bi zahtevalo konstruiranje krivulj visokih stopenj, kar pa z računskega
vidika hitro postane zapleteno in numerično nestabilno. Zato je bolj uporabno, če
interpoliramo manjše število podatkov s krivuljami nižjih stopenj in nato krivulje
’zlepimo’. Krivuljam, sestavljenim iz več odsekov, rečemo zlepki.
Recimo, da imamo podane točke p0, p1, . . ., pN , ki jih želimo interpolirati. Naj
bodo točke u0 < u1 < · · · < uN delilne točke intervala [u0, uN ]. Iščemo polinomsko
krivuljo s, za katero velja s(ui) = pi za i = 0, 1, . . ., N . Parameter u ∈ [u0, uN ] ime-
nujemo globalni parameter. Na posameznem podintervalu [ui, ui+1] konstruiramo
Bézierjevo krivuljo b glede na lokalni parameter t. Lokalni parameter definiramo s
pomočjo formule (2.2) za spremembo domene
t =
u− ui
ui+1 − ui =
u− ui
∆ui
,
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Slika 5: De Casteljauov algoritem in subdivizija Bézierjeve krivulje stopnje 4 pri
parametru c = 1
2
. Točke c0, c1, c2, c3 in c4 so kontrolne točke dela krivulje na
intervalu [0, 1
2
].
kjer je ∆ui = ui+1 − ui prema diferenca dveh zaporednih delilnih točk.
Krivulja s je torej polinomska krivulja sestavljena iz N Bézierjevih krivulj. S si
označimo i-ti odsek krivulje s. Za krivuljo s želimo, da je vsaj zvezna, lahko pa
zahtevamo tudi višjo stopnjo gladkosti. V ta namen bomo potrebovali še njene višje
odvode. Zaradi uvedbe lokalnega parametra moramo verižno odvajati
ds
du
(u) =
dsi
dt
(t)
dt
du
=
1
∆ui
dsi
dt
(t). (2.5)
Za primer si poglejmo konstrukcijo C1 kubičnega zlepka. Podane imamo delilne
točke u0, u1, . . ., uN , interpolacijske točke p0, p1, . . ., pN in pripadajoče tangentne
vektorje v0, v1, . . ., vN . Zlepek s mora v delilnih točkah interpolirati dane točke
in tengentne vektorje (glej sliko 6). Na posameznem podintervalu konstruiramo
kubično Bézierjevo krivuljo. Za posamezen odsek si moramo določiti 4 kontrolne
točke b3i+k, k = 0, 1, 2, 3 (glej sliko 7). S številčenjem smo zagotovili, da imata
sosednja odseka skupno robno točko. Bézierjeva krivulja interpolira robni točki,
zato velja
b3i = pi,
b3i+3 = pi+1.
Odsek si ima pri parametru t = 1 enako vrednost kot odsek si+1 pri parametru
t = 0. S tem smo dosegli, da je zlepek zvezen. Sedaj interpolirajmo še tangente
v delilnih točkah. Hkrati bomo dosegli, da bo zlepek zvezno odvedljiv. Z uporabo
formul (2.4) in (2.5) odvajamo odsek si pri vrednosti parametra 0 in 1. Dobimo
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Slika 6: Graf zlepka, ki interpolira podane točke in tangentne vektorje.
naslednji enačbi
dsi
dt
(0)
dt
du
=
3
∆ui
· (b3i+1 − b3i) = vi,
dsi
dt
(1)
dt
du
=
3
∆ui
· (b3i+3 − b3i+2) = vi+1.
Iz enačb izrazimo notranji kontrolni točki
b3i+1 =
1
3
∆uivi + pi,
b3i+2 = pi+1 − 1
3
∆uivi+1.
Primer 2.5. Na sliki 8 je prikazan graf zvezno odvedljivega zlepka za naslednje
podatke:
u0 = 0, p0 =
[
0
0
]
, v0 =
[
0.1
1
]
,
u1 = 1, p1 =
[
1
2
]
, v1 =
[
1
0
]
,
u2 = 2, p2 =
[
2
1
]
, v2 =
[
1
2
]
.
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Slika 7: Graf zlepka kubičnih Bézierjevih krivulj z določenimi kontrolnimi točkami
na posameznem odseku.
Slika 8: Graf C1 kubičnega zlepka, ki interpolira točke in tangentne vektorje v
delilnih točkah intervala iz primera 2.5.
3 Kubična Fergusonova krivulja
Fergusonova krivulja f je parametrična polinomska krivulja, ki interpolira začetno
in končno točko ter pripadajoča tangentna vektorja. Naj bo parameter t definiran
na intervalu [0, 1]. Podani imamo točki p0 in p1 ter tangentna vektorja v0 in v1.
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Iščemo krivuljo
f(t) = at3 + bt2 + ct+ d,
da bo veljalo
f(0) = d = p0,
f(1) = a+ b+ c+ d = p1,
f ′(0) = c = v0,
f ′(1) = 3a+ 2b+ c = v1.
Rešimo sistem enačb in dobimo
f(t) = (2p0 − 2p1 + v0 + v1)t3 + (−3p0 + 3p1 − 2v0 − v1)t2 + v0t+ p0.
Formulo Fergusonove krivulje preoblikujemo v naslednjo obliko
f(t) = p0(2t
3 − 3t2 + 1) + v0(t3 − 2t2 + t) + v1(t3 + t2) + p1(−2t3 + 3t2). (3.1)
Polinome, ki nastopajo v zgornji formuli, imenujemo kubični Hermitovi polinomi
H30 (t) = 2t
3 − 3t2 + 1,
H31 (t) = t
3 − 2t2 + t,
H32 (t) = t
3 − t2,
H33 (t) = −2t3 + 3t2.
Več o njihovih lastnostih najdemo v [2, str. 104–106]. Na sliki 9 je prikazan primer
Fergusonove krivulje.
Slika 9: Graf Fergusonove krivulje za dani točki p0(0, 0) in p1(4, 0) ter tangentna
vektorja v0 = (1, 6) in v1 = (2, 5). Zaradi lepše predstavitve krivulje sta na sliki
enotska vektorja v smeri v0 in v1.
3.1 Povezava med kubično Fergusonovo krivuljo in kubično
Bézierjevo krivuljo
Tako Bernsteinovi kot Hermitovi polinomi predstavljajo bazo v prostoru polinomov.
Zato lahko izrazimo ene bazne polinome z drugimi. Poglejmo si, kako lahko Ferguso-
novo krivuljo izrazimo z Bézierjevo krivuljo. Kubične Hermitove polinome zapišemo
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s kubičnimi Bernsteinovimi polinomi na naslednji način:
H30 (t) = 2t
3 − 3t2 + 1 = B30(t) +B31(t),
H31 (t) = t
3 − 2t2 + t = 1
3
B31(t),
H32 (t) = t
3 − t2 = B32(t) +B33(t),
H33 (t) = −2t3 + 3t2 = −
1
3
B32(t).
Naj bodo p0, p1 in v0, v1 interpolacijski podatki za Fergusonovo kubično krivul-
jo. Če sedaj v formulo Fergusonove krivulje (3.1) namesto Hermitovih polinomov
vstavimo Bernsteinove polinome in člene preuredimo, dobimo
f(t) = B30(t)p0 +B
3
1(t)
(
p0 +
1
3
v0
)
+B32(t)
(
p1 − 1
3
v1
)
+B33(t)p1.
Dobili smo kubično Béziejevo krivuljo. To pomeni, da Bézierjeva krivulja s kontrol-
nimi točkami p0, p0+ 13v0, p1− 13v1 in p1 predstavlja isto krivuljo kot Fergusonova
krivulja s podanima točkama p0, p1 in tangentnima vektorjema v0, v1.
4 C-Bézierjeve krivulje
Motivacija za vpeljavo C-Bézierjevih funkcij je risanje stožnic. Oglejmo si problem
na primeru krožnice. Poleg običajne parametrizacije krožnice s trigonometričnimi
funkcijami obstaja tudi parametrizacija z racionalnima funkcijama
x(t) =
1− t2
1 + t2
,
y(t) =
2t
1 + t2
,
t ∈ R.
Ker so Bézierjeve krivulje polinomske krivulje, z njimi ne moremo parametrizirati
krožnice. Pri geometrijskem oblikovanju objektov pogosto potrebujemo krožnico ali
krožni lok. Če oblikujemo z Bézierjevimi krivuljami, za risanje krožnice uporabimo
le njeno aproksimacijo. Enako velja za elipso in hiperbolo. Z uporabo C-krivulj,
ki jih bomo spoznali v nadaljevanju, pa lahko natančno predstavimo tudi omenjene
stožnice.
Pri definiciji C-Bézierjevih krivulj za bazo uporabimo funkcije sin t, cos t, t in 1.
Naj bo α poljubno realno število z intervala (0, π], parameter t pa z intervala [0, α].
Naj bodo q0, q1, q2 in q3 kontrolne točke. Označimo še
S = sinα, C = cosα,
K =
α− S
1− C , M =
{
1, če je α = π,
S
α−2K , če je 0 < α < π.
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Definicija 4.1. C-Bézierjeva krivulja je definirana kot
Bα(t) = Z0(t)q0 + Z1(t)q1 + Z2(t)q2 + Z3(t)q3
=
1
α− S
[
sin t, cos t, t, 1
]
⎡⎢⎢⎢⎣
C 1− C −M M −1
−S (α−K)M −KM 0
−1 M −M 1
α −(α−K)M KM 0
⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
q0
q1
q2
q3
⎤⎥⎥⎥⎦ .
Funkcije Z0, Z1, Z2 in Z3 imenujemo C-Bézierjeve bazne funkcije. Formule baznih
funkcij, ki jih dobimo z množenjem faktorja 1
α−S s prvim vektorjem in matriko,
preuredimo v
Z0(t) =
(α− t)− sin(α− t)
α− S ,
Z1(t) =M
(
1− cos(α− t)
1− C − Z0(t)
)
,
Z3(t) =
t− sin t
α− S ,
Z2(t) =M
(
1− cos t
1− C − Z3(t)
)
.
Zapis baznih funkcij v takšni obliki nam bo olajšal dokazovanje njihovih lastnosti.
Iz definicije C-Bézierjeve krivulje vidimo, da za podane štiri kontrolne točke do-
bimo družino krivulj, odvisno od realnega števila α. Slika 10 prikazuje C-Bézierjeve
krivulje, določene s kontrolnimi točkami q0, q1, q2 in q3, za različna števila α.
4.1 Lastnosti C-Bézierjevih baznih funkcij in C-Bézierjevih
krivulj
V tem razdelku bomo dokazali nekaj lastnosti C-Bézierjevih baznih funkcij in C-Bé-
zierjevih krivulj. Lastnosti so večinoma enake kot pri Bézierjevih krivuljah, kar
nakazuje povezavo med obema družinama krivulj, ki jo bomo opisali kasneje.
Particija enote
Izrek 4.2. Vsota C-Bézierjevih baznih funkcij je enaka 1, torej
3∑
i=0
Zi(t) ≡ 1.
Dokaz. Dokaz izreka je zelo preprost. Oglejmo si matriko, ki nastopa v definiciji
C-Bézierjevih krivulj 4.1. Ko seštejemo C-Bézierjeve bazne funkcije, moramo sešteti
člene, ki nastopajo pri baznih funkcijah sin t, cos t, t in 1. Seštejemo člene posamezne
vrstice matrike. Členi prvih treh vrstic se seštejejo v 0, vsota členov četrte vrstice
pa je 1. To nam pove, da so koeficienti pri baznih funkcijah sin t, cos t in t enaki 0,
pri konstantni funkciji pa imamo koeficient 1. Od tod sledi rezultat izreka.
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Slika 10: Grafi C-Bézierjevih krivulj za dane kontrolne točke, pri različnih vrednostih
števila α.
Nenegativnost C-Bézierjevih baznih funkcij
Izrek 4.3. C-Bézierjeve bazne funkcije so nenegativne, torej
Zi(t) ≥ 0, i = {0, 1, 2, 3}, t ∈ [0, α].
Pri dokazu nenegativnosti bomo uporabili nekaj znanih neenakosti, ki veljajo za
kotne funkcije. Naj bo 0 ≤ x ≤ π. Potem je
sinx ≥ 0,
1− cosx ≥ 0,
x− sinx ≥ 0,
sinx− x cosx ≥ 0,
(4.1)
ter
cosx ≥ 0 za 0 ≤ x ≤ π
2
. (4.2)
Dokažimo še dve trditvi, ki ju bomo potrebovali za dokaz izreka.
Trditev 4.4. Za konstanto M velja M ≥ 0 za 0 < α ≤ π.
Dokaz. Za primer α = π je trditev očitna. Pri ostalih vrednostih števila α lahko
konstanto M zapišemo kot
M =
S(1− C)
2S − α(1 + C) .
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V imenovalcu nadomestimo S, C in 1 s kotnimi funkcijami polovičnih kotov, izpos-
tavimo 2α cos α
2
in preoblikujemo izraz v
M =
S(1− C)
2 · 2 sin α
2
cos α
2
− α (sin2 α
2
+ cos2 α
2
+ cos2 α
2
− sin2 α
2
)
=
S(1− C)
2α cos α
2
(
2 sin α
2
α
− cos α
2
)
=
S
α
(1− C)
2 cos α
2
(
sin α
2
−α
2
cos α
2
α
2
)
.
Z upoštevanjem neenakosti (4.1) in (4.2) je trditev dokazana.
Da bomo lahko dokazali nenegativnost C-Bézierjevih baznih funkcij za poljubno
realno število α, bomo definirali K kot funkcijo spremenljivke x
K(x) =
x− sinx
1− cosx (4.3)
in dokazali naslednjo trditev.
Trditev 4.5. Funkcija K je na intervalu (0, α] naraščajoča.
Dokaz. Želimo videti, da je odvod funkcijeK na danem intervalu pozitiven. Funkcijo
odvajamo in odvod poenostavimo v
K ′(x) =
(1− cosx)2 − (x− sinx) sinx
(1− cosx)2
=
2(1− cosx)− x sinx
(1− cosx)2 .
V števcu zopet uvedemo kotne funkcije polovičnih kotov in izraz preoblikujemo v
želeno obliko
K ′(x) =
2
(
sin2 x
2
+ cos2 x
2
− cos2 x
2
+ sin2 x
2
)− 2x
2
· 2 sin x
2
cos x
2
(1− cosx)2
=
4 sin2 x
2
− 4x
2
sin x
2
cos x
2
(1− cosx)2
=
4 sin x
2
(sin x
2
− x
2
cos x
2
)
(1− cosx)2 . (4.4)
V izrazu (4.4) uporabimo neenakosti (4.1). Trditev sledi.
Sedaj imamo vse pripravljeno za dokaz izreka 4.3.
Dokaz. Nenegativnost baznih funkcij Z0 in Z3 sledi iz neenakosti (4.1).
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V funkciji Z1 izpostavimo imenovalca
Z1(t) =M
(
1− cos(α− t)
1− C −
(α− t)− sin(α− t)
α− S
)
=
M
(1− C)(α− S) ((α− S)(1− cos(α− t))− (1− C)((α− t)− sin(α− t))) .
Prvi faktor je zaradi trditve 4.4 ter neenakosti (4.1) nenegativen. Pokazati moramo
še, da je
(α− S)(1− cos(α− t)) ≥ (1− C)((α− t)− sin(α− t)).
Neenakost preoblikujemo v
α− S
1− C ≥
(α− t)− sin(α− t)
1− cos(α− t)
K(α) ≥ K(α− t). (4.5)
Za t ≥ 0 je α ≥ α− t. Po trditvi 4.5 je funkcija K naraščajoča, torej neenakost (4.5)
velja. Izrek za bazno funkcijo Z1 je s tem dokazan.
Funkcijo Z2 preoblikujemo v
Z2(t) =M
(
1− cos t
1− C −
t− sin t
α− S
)
=M
1− cos t
α− S
(
α− S
1− C −
t− sin t
1− cos t
)
=M
1− cos t
α− S (K(α)−K(t)).
Upoštevamo trditvi 4.4 in 4.5 ter neenakosti (4.1). Izrek za Z2 je s tem dokazan.
Funkcije Zi predstavljajo bazo
Prostor funkcij, ki ga razpenjajo bazne funkcije {sin t, cos t, t, 1}, označimo s
Cα = {cα : [0, α]→ R; cα(t) = a0 sin t+ a1 cos t+ a2t+ a3, ai ∈ R, i = 0, 1, 2, 3},
za α ∈ (0, π]. Naslednjo lastnost zapišimo kot izrek.
Izrek 4.6. C-Bézierjeve bazne funkcije Zi, i = 0, 1, 2, 3, predstavljajo bazo prostora
Cα.
Dokaz. Pokazati moramo, da je linearna ogrinjača C-Bézierjevih baznih funkcij
L (Z0, Z1, Z2, Z3) enaka prostoru Cα in da so funkcije Zi, i = 0, 1, 2, 3, linearno
neodvisne.
C-Bézierjeve bazne funkcije so po definiciji C-Bézierjeve krivulje 4.1 izražene s
funkcijami sin t, cos t, t, in 1. Velja torej L {Z0, Z1, Z2, Z3} ⊆ Cα. Sedaj izrazimo
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bazne funkcije prostora Cα s C-Bézierjevimi funkcijami
sin t = KZ1(t) + (α−K)Z2(t) + SZ3(t),
cos t = Z0(t) + Z1(t) +
(
1− 1− C
M
)
Z2(t) + CZ3(t),
t = KZ1(t) + (α−K)Z2(t) + αZ3(t),
1 =
3∑
i=0
Zi(t).
Velja torej Cα ⊆ L {Z0, Z1, Z2, Z3}. Iz obeh vsebovanosti sledi
L {Z0, Z1, Z2, Z3} = Cα.
Prvi del dokaza je s tem končan.
Dokažimo še linearno neodvisnost. Zapišimo koeficiente C-Bézierjevih baznih
funkcij v matriko
⎡⎢⎢⎣
sin t cos t t 1
Z0 C −S −1 α
Z1 1− C −M (α−K)M M −(α−K)M
Z2 M −KM −M KM
Z3 −1 0 1 0
⎤⎥⎥⎦.
Z Gaussovo iliminacijo preoblikujemo matriko do naslednje oblike⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 −1 0
0 1 0 −1
0 0 1 0
0 0 0 α− S
⎤⎥⎥⎥⎦ .
Matrika je zgornje trikotna, zato so C-Bézierjeve bazne funkcije linearno neodvisne.
Izrek 4.6 je s tem dokazan.
Na sliki 11 so prikazane C-Bézierjeve bazne funkcije za različne vrednosti števila
α.
Simetričnost
Enako kot pri Bézierjevi krivulji velja, da kontrolne točke q0, q1, q2 in q3 predstvljajo
isto C-Bézierjevo krivuljo kot kontrolne točke q3, q2, q1 in q0, kjer parametrizacija
poteka od q3 do q0. Velja torej naslednji izrek.
Izrek 4.7. Naj bodo q0, q1, q2 in q3 kontrolne točke ter Zi, i = 0, 1, 2, 3, C-Bézier-
jeve bazne funkcije. Potem je
3∑
i=0
Zi(t)qi =
3∑
i=0
Zi(α− t)q3−i.
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Slika 11: Grafi C-Bézierjevih baznih funkcij za α = π, α = π
2
in α = π
4
.
Dokaz. Za vsak i = 0, 1, 2, 3, moramo pokazati Zi(t) = Z3−i(α − t). Izračunajmo
vrednost C-Bézierjevih baznih funkcij iz definicije 4.1 za α− t:
Z0(α− t) = α− (α− t)− sin(α− (α− t))
α− S =
t− sin t
α− S = Z3(t),
Z1(α− t) =M
(
1− cos(α− (α− t))
1− C − Z0(α− t)
)
= Z2(t),
Z3(α− t) = α− t− sin(α− t)
α− S = Z0(t),
Z2(α− t) =M
(
1− cos(α− t)
1− C − Z3(α− t)
)
= Z1(t).
S tem je izrek dokazan.
Interpolacija točk in tangent
Izrek 4.8. C-Bézierjeva krivulja pri parametru 0 oz. α interpolira prvo oz. zadnjo
kontrolno točko, torej
Bα(0) = q0, Bα(α) = q3.
Dokaz. Dokažimo prvo enakost tako, da izračunamo vrednost C-Bézierjevih baznih
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funkcij pri vrednosti parametra t = 0, torej
Z0(0) =
α− 0− sin(α− 0)
α− S =
α− S
α− S = 1,
Z1(0) =M
(
1− cos(α− 0)
1− C − Z0(0)
)
=M(1− 1) = 0,
Z3(0) =
0− sin 0
α− S = 0,
Z2(0) =M
(
1− cos 0
1− C − Z3(0)
)
=M
(
1− 1
1− C − 0
)
= 0.
Prvi del izreka je s tem dokazan.
Izračunajmo še vrednosti za t = α
Z0(α) =
α− α− sin(α− α)
α− S =
0− sin 0
α− S = 0,
Z1(α) =M
(
1− cos(α− α)
1− C − Z0(α)
)
=M
(
1− 1
1− C − 0
)
= 0,
Z3(α) =
α− S
α− S = 1,
Z2(α) =M
(
1− C
1− C − Z3(α)
)
=M(1− 1) = 0.
S tem je dokazan še drugi del izreka.
Poglejmo si še odvod C-Bézierjeve krivulje pri t = 0 in t = α. Kot pri običajni
Bézierjevi krivulji velja, da je tangenta na krivuljo v točki q0 v smeri prve daljice
kontrolnega poligona, tangenta v točki q3 pa v smeri zadnje daljice kontrolnega
poligona.
Izrek 4.9. Prvi odvod C-Bézierjeve krivulje pri parametru 0 in α se izraža kot
B′α(0) =
1
K
(q1 − q0), B′α(α) =
1
K
(q3 − q2).
Dokaz. Odvajamo C-Bézierjeve bazne funkcije
Z ′0(t) =
−1 + cos(α− t)
α− S ,
Z ′1(t) =M
(− sin(α− t)
1− C − Z
′
0(t)
)
,
Z ′3(t) =
1− cos t
α− S ,
Z ′2(t) =M
(
sin t
1− C − Z
′
3(t)
)
.
Za začetek dokažimo enakost
M
( −S
1− C +
1− C
α− S
)
=
1
K
,
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ki jo bomo uporabili pri računanju vrednosti odvodov. Pri izračunu enakosti najprej
razpišemo konstanto M , seštejemo ulomka in odpravimo oklepaj. Nato v števcu
prištejemo in odštejemo člena αC in αC2 ter izpostavimo ustrezne faktorje, da
lahko krajšamo ulomek
M
( −S
1− C +
1− C
α− S
)
=
S(1− C)
2S − α− αC ·
−αS + S2 + 1− 2C + C2
(1− C)(α− S)
=
−αS2 + 2S − 2SC
(2S − α− αC)(α− S)
=
−αS2 + 2S − 2SC + αC − αC + αC2 − αC2
(2S − α− αC)(α− S)
=
2S − α− αC − C(2S − α− αC)
(2S − α− αC)(α− S)
=
(2S − α− αC)(1− C)
(2S − α− αC)(α− S)
=
1− C
α− S
=
1
K
.
Izračunajmo sedaj vrednosti odvodov C-Bézierjevih baznih funkcij pri parametru 0:
Z ′0(0) =
−1 + cos(α− 0)
α− S = −
1− C
α− S = −
1
K
,
Z ′1(0) =M
(− sin(α− 0)
1− C − Z
′
0(0)
)
=M
( −S
1− C +
1− C
α− S
)
=
1
K
,
Z ′3(0) =
1− cos 0
α− S =
1− 1
α− S = 0,
Z ′2(0) =M
(
sin 0
1− C − Z
′
3(0)
)
=M(0− 0) = 0.
Prvi del izreka je s tem dokazan. Pokažimo še drugo enakost, tako da odvode
izračunamo pri parametru α:
Z ′0(α) =
−1 + cos(α− α)
α− S =
−1 + 1
α− S = 0,
Z ′1(α) =M
(− sin(α− α)
1− C − Z
′
0(α)
)
=M(0− 0) = 0,
Z ′3(α) =
1− C
α− S =
1
K
,
Z ′2(α) =M
(
S
1− C − Z
′
3(α)
)
=M
(
S
1− C −
1− C
α− S
)
= − 1
K
.
Izrek je s tem dokazan.
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Lastnost konveksne ovojnice
Izrek 4.10. C-Bézierjeva krivulja Bα leži znotraj konveksne ovojnice njenih kon-
trolnih točk.
Dokaz. Iz izrekov 4.2 in 4.3 sledi, da je C-Bézierjeva krivulja Bα definirana kot
konveksna kombinacija kontrolnih točk. Od tod sledi izrek.
Geometrijska invariantnost
Izrek 4.11. C-Bézierjeva krivulja je invariantna za translacijo. Naj bo r poljuben
vektor, q0, q1, q2 in q3 kontrolne točke prve krivulje ter q0 + r, q1 + r, q2 + r in
q3 + r kontrolne točke druge krivulje. Potem velja
3∑
i=0
Zi(t)(qi + r) = Bα(t) + r. (4.6)
Opomba 4.12. Izrek pove, da sta naslednji krivulji enaki:
• za dane kontrolne točke najprej narišemo C-Bézierjevo krivuljo in jo nato vzpo-
redno premaknemo za vektor r,
• dane kontrolne točke vzporedno premaknemo za vektor r, nato narišemo C-Bé-
zierjevo krivuljo, določeno s premaknjenimi kontrolnimi točkami.
Dokaz. Izrek dokažemo tako, da v izrazu (4.6) upoštevamo distributivnost operacij
ter lastnost, da C-Bézierjeve bazne funkcije predstavljajo particijo enote.
Izrek 4.13. C-Bézierjeva krivulja je invariantna za linearne preslikave iz R3 v R3.
Naj bo A matrika iz R3×3, ki pripada linearni preslikavi, definirani s predpisom
u ↦→ Au. Naj bodo q0, q1, q2 in q3 kontrolne točke prve krivulje ter Aq0, Aq1, Aq2
in Aq3 kontrolne točke druge krivulje. Potem velja
3∑
i=0
Zi(t)(Aqi) = ABα(t). (4.7)
Opomba 4.14. Izrek pove, da sta naslednji krivulji enaki:
• za dane kontrolne točke najprej narišemo C-Bézierjevo krivuljo in jo nato pre-
slikamo z linearno preslikavo A,
• dane kontrolne točke preslikamo z linearno preslikavo A, nato narišemo C-Bé-
zierjevo krivuljo, določeno s preslikanimi kontrolnimi točkami.
Dokaz. Izrek dokažemo tako, da v izrazu (4.7) upoštevamo homogenost in aditivnost
linearne preslikave.
22
4.2 B-algoritem za računanje točk na krivulji in subdivizija
Pri Bézierjevih krivuljah smo spoznali de Casteljauov algoritem za računanje točk
na krivulji. Podoben algoritem obstaja tudi pri C-Bézierjevih krivuljah. Imenuje
se B-algoritem [6]. V algoritmu pri nekem parametru t računamo konveksne kom-
binacije kontrolnih točk, rezultat algoritma pa je točka na C-Bézierjevi krivulji pri
parametru t. V algoritmu so kontrolne točke označene s q0i , za i = 0, 1, 2, 3. Algori-
tem lahko predstavimo v trikotni shemi, prikazani na sliki 12.
q00
q01 q10(t)
q02 q11(t) q20
q03 q12 q21 q30
(1−
λ 0
0 (t))
λ00(t)
(1−
λ 0
1 (t))
(1−
λ 1
0 (t))
λ01(t) λ10(t)
(1−
λ 0
2 (t))
(1−
λ 1
1 (t))
(1−
λ 2
0 (t))
λ02(t) λ11(t) λ20(t)
Slika 12: Trikotna shema B-algoritma za računanje točk na C-Bézierjevi krivulji.
Tudi za C-Bézierjevo krivuljo lahko izvedemo subdivizijo. To pomeni, da krivuljo
razdelimo na dva dela. Prvi del krivulje je definiran na intervali [0, t], drugi del pa
na intervalu [t, α]. Točke q00, q10, q20 in q30, ki v trikotni shemi B-algoritma nastopajo
na diagonali, so kontrolne točke prvega dela C-Bézierjeve krivulje, točke q03, q12, q21
in q30, ki v trikotni shemi B-algoritma nastopajo v spodnji vrstici, pa so kontrolne
točke drugega dela C-Bézierjeve krivulje (glej sliko 13).
Točke, ki nastopajo v B-algoritmu, so definirane kot
qk+1i (t) = (1− λki (t))qki + λki (t)qki+1, za k = 0, 1, 2; i = 0, . . . , 2− k, (4.8)
kjer je
λ00(t) =
K(t)
K(α)
,
λ01(t) =
q11 −K(α)
α− 2K(α) ,
λ02(t) = 1− λ00(α− t),
λ10(t) = 1− λ11(α− t),
λ11(t) =
Z3(t)
λ02(t)λ
2
0(t)
,
λ20(t) =
K(t)
K(t) +K(α− t) ,
in
q11 =
t sinα− α sin t
sinα− sin(α− t)− sin t .
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Slika 13: Prikaz računanja točke C-Bézierjeve krivulje preko B-algoritma. Točka q30
razdeli krivuljo na dva dela.
Pri tem smo količino K zopet uporabili kot funkcijo. Kot omenja Mainar [6], lahko
izraze za λki izračunamo s pomočjo splošnega razcveta Čebiševa, vendar so izrazi
zanje običajno zelo zapleteni. V našem primeru si za izračun funkcij λki pomagamo
z linearno funkcijo izraženo v C-Bézierjevi bazi. Hitro lahko poračunamo, da velja
t = 0 · Z0(t) +KZ1(t) + (α−K)Z2(t) + αZ3(t). (4.9)
Za potrebe izpeljave funkcij λki se bomo omejili na prostor R. Iz zapisa linearne
funkcije (4.9) vidimo, da je C-Bézierjeva funkcija, ki jo določajo kontrolne točke
q0 = 0, q1 = K, q2 = α − K in q3 = α, daljica s krajiščema 0 in α. Izberemo
poljuben parameter t z intervala [0, α]. Če upoštevamo subdivizijo, bo točka t delila
daljico na dve manjši daljici. Prva ima krajišči 0 in t, druga pa krajišči t in α. Naša
naloga je, da določimo kontrolne točke za ti dve daljici. V ta namen bomo zopet
uporabili K kot funkcijo spremenljivke x, definirane v (4.3). Kontrolne točke obeh
daljic so izražene kot
q00 = 0,
q10(t) = K(t),
q20(t) = t−K(t),
q30(t) = t,
q30(t) = t,
q21(t) = t+K(α− t),
q12(t) = α−K(α− t),
q03 = α,
kjer so q00, q10, q20 in q30 kontrolne točke daljice med 0 in t ter q30, q21, q12 in q03 kontrolne
točke daljice med t in α (glej sliko 14). Zaradi uporabe subdivizije so dobljene točke
ravno točke, ki nastopajo v B-algoritmu.
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Slika 14: Slika prikazuje subdivizijo daljice. Z modro so označene kontrolne točke
prvega dela daljice, z rdečo pa kontrolne točke drugega dela daljice. Točka q30 = t
je točka, ki razdeli prvotno daljico in je skupna obema deloma.
Točke, ki smo jih določili za primer daljice, sedaj vstavimo v enačbe (4.8) ter
izračunamo predpise funkcij λki . Poglejmo si primer i = 0, k = 0. V enačbo (4.8)
vstavimo izraze za kontrolne točke in dobimo
q10(t) = (1− λ00(t))q00 + λ00(t)q01
K(t) = (1− λ00(t)) · 0 + λ00(t) ·K.
Iz dobljene enačbe izrazimo λ00 in dobimo
λ00(t) =
K(t)
K
.
Na enak način izračunamo predpise ostalih funkcij λki .
Izrek 4.15. Naj bo t poljuben parameter z intervala [0, α]. Točka q30, ki jo vrne
B-algoritem, je točka na C-Bézierjevi krivulji izračunana pri parametru t.
Dokaz. Posamezen korak B-algoritma lahko zapišemo z matrikami. V prvem koraku
imamo ⎡⎢⎣q
1
0(t)
q11(t)
q12(t)
⎤⎥⎦ =
⎡⎢⎣1− λ
0
0(t) λ
0
0(t) 0 0
0 1− λ01(t) λ01(t) 0
0 0 1− λ02(t) λ02(t)
⎤⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
q00
q01
q02
q03
⎤⎥⎥⎥⎦ .
Matriko iz prvega koraka označimo z B1. V drugem koraku imamo[
q20(t)
q21(t)
]
=
[
1− λ10(t) λ10(t) 0
0 1− λ11(t) λ11(t)
]⎡⎢⎣q
1
0(t)
q11(t)
q12(t)
⎤⎥⎦ .
Matriko iz drugega koraka označimo z B2. V tretjem koraku B-algoritma imamo
q30(t) =
[
1− λ20(t) λ20(t)
] [q20(t)
q21(t)
]
.
Matriko iz tretjega koraka označimo z B3. Celoten B-algoritem sedaj lahko zapišemo
kot
q30(t) = B3B2B1
⎡⎢⎢⎢⎣
q00
q01
q02
q03
⎤⎥⎥⎥⎦ .
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S pomočjo programa za simbolno računanje lahko izračunamo, da je produkt matrik
enak
B3B2B1 =
[
Z0(t) Z1(t) Z2(t) Z3(t)
]
.
S tem je izrek 4.15 dokazan.
4.3 Limitna C-Bézierjeva krivulja
Pri definiciji C-Bézierjeve krivulje smo ugotovili, da dobimo pri izbiri štirih kontrol-
nih točk družino krivulj, odvisno od realnega števila α, kjer je α ∈ (0, π]. Kaj pa se
zgodi, če število α pošljemo proti 0? Za začetek ugotovimo, da gre dolžina intervala
[0, α], na katerem je definirana C-Bézierjeva krivulja, proti 0, za α → 0. Zato mo-
ramo krivuljo reparametrizirati. Definiramo nov parameter τ = t
α
, ki za t ∈ [0, α]
zavzame vrednosti na [0, 1]. Tako dobimo reparametrizacijo C-Bézierjeve krivulje
Bα(τ), ki je definirana na intervalu [0, 1]. Reparametrizacijo lahko uporabimo, saj
krivulji Bα(t), t ∈ [0, α], in Bα(τ), τ ∈ [0, 1], za iste kontrolne točke in število α
predstavljata isto C-Bézierjevo krivuljo.
Izrek 4.16. Limita C-Bézierjeve krivulje, ko gre α proti 0, je enaka običajni kubični
Bézierjevi krivulji, torej
lim
α→0
Bα(τ) = b
3(τ), za τ ∈ [0, 1].
Dokaz. Pri dokazu bomo uporabili Taylorjev razvoj za funkciji sin t in cos t. Pri
izračunih se izkaže, da je dovolj uporabiti razvoj funkcij do člena tretje stopnje, saj
gredo členi višjih stopenj proti nič, ko α→ 0. Zapišemo torej
sin t ≈ t− t
3
3!
,
cos t ≈ 1− t
2
2!
.
Omenjeno aproksimacijo za kotni funkciji uporabimo v definiciji C-Bézierjeve funk-
cije 4.1
Bα(t) =
1
α− S
[
t− t3
3!
, 1− t2
2!
, t, 1
]
⎡⎢⎢⎢⎣
C 1− C −M M −1
−S (α−K)M −KM 0
−1 M −M 1
α −(α−K)M KM 0
⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
q0
q1
q2
q3
⎤⎥⎥⎥⎦ .
Preoblikujemo definicijo v običajno polinomsko bazo
Bα(t) =
1
α− S
[
t3, t2, t, 1
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−C
6
−1+C+M
6
−M
6
1
6
S
2
− (α−K)M
2
KM
2
0
−(1− C) 1− C 0 0
α− S 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
q0
q1
q2
q3
⎤⎥⎥⎥⎦ .
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Sedaj uporabimo reparametrizacijo krivulje τ = t
α
in dobimo
Bα(τ) =
1
α− S
[
τ 3, τ 2, τ, 1
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−Cα3
6
α3(−1+C+M)
6
−Mα3
6
α3
6
Sα2
2
−α2(α−K)M
2
α2KM
2
0
−α(1− C) α(1− C) 0 0
α− S 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
q0
q1
q2
q3
⎤⎥⎥⎥⎦ .
(4.10)
V enačbi (4.10) limitiramo vsak element matrike. Pri tem namesto sinα in cosα
uporabimo njun razvoj v Taylorjevo vrsto do člena stopnje 3. Za primer si poglejmo
izračun limite prvega elementa matrike, torej
lim
α→0
−Cα
3
6
1
α− S = limα→0
−α3 + α5
2
6
· 1
α3
6
= −1
Ko izračunamo vse limite, dobimo
B0(τ) =
[
τ 3, τ 2, τ, 1
]
⎡⎢⎢⎢⎣
−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
q0
q1
q2
q3
⎤⎥⎥⎥⎦
=
[−τ 3 + 3τ 2 − 3τ + 1, 3τ 3 − 6τ 2 + 3τ, −3τ 3 + 3τ 2, τ 3]
⎡⎢⎢⎢⎣
q0
q1
q2
q3
⎤⎥⎥⎥⎦
=
[
(1− τ)3, 3τ(1− τ)2, 3τ 2(1− τ), τ 3]
⎡⎢⎢⎢⎣
q0
q1
q2
q3
⎤⎥⎥⎥⎦
V zadnjem izrazu so elementi prvega vektorja ravno Bernsteinovi polinomi stopnje
3. Izrek 4.16 je s tem dokazan.
5 C-Fergusonove krivulje
Na enak način, kot smo se v poglavju 3 lotili definicije Fergusonove krivulje, bomo
poiskali definicijo C-Fergusonove krivulje hα. Naj bo α ∈ (0, π] poljubno realno
število in t parameter z intervala [0, α]. Podani imamo točki q0 in qα ter tangentna
vektorja w0 in wα. Iščemo krivuljo
hα(t) = a sinα + b cosα + ct+ d,
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ki interpolira točki q0 in qα ter tangentna vektorja w0 in wα. Interpolacijski pogoji
nam dajo naslednje enačbe
hα(0) = b+ d = q0,
hα(α) = a sinα + b cosα + cα + d = qα,
h′α(0) = a+ c = w0,
h′α(α) = a cosα− b sinα + c = wα.
Ko rešimo zgornji sisten enačb, dobimo definicijo C-Fergusonove krivulje. V definiciji
uporabimo že znane oznake.
Definicija 5.1. C-Fergusonova krivulja je definirana kot
hα(t) = F0(t)q0 + Fα(t)qα +G0(t)w0 +Gα(t)wα
=
1
2− 2C − αS
[
sin t, cos t, t, 1
]
⎡⎢⎢⎢⎣
−S S 1− C − αS −(1− C)
1− C −(1− C) S − αC α− S
S −S 1− C 1− C
1− C − αS 1− C −(S − αC) −(α− S)
⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
q0
qα
w0
wα
⎤⎥⎥⎥⎦ .
Funkcije F0, Fα, G0 in Gα imenujemo C-Hermitovi polinomi s parametrom α in so
definirane kot
F0(t) =
1
2− 2C − αS (−S sin t+ (1− C) cos t+ St+ (1− C − αS)),
Fα(t) =
1
2− 2C − αS (S sin t− (1− C) cos t+ St+ (1− C)),
G0(t) =
1
2− 2C − αS ((1− C − αS) sin t+ (S − αC) cos t+ (1− C)t− (S − αC)),
Gα(t) =
1
2− 2C − αS (−(1− C) sin t+ (α− S) cos t+ (1− C)t− (α− S)).
Na sliki 15 je prikazana družina C-Fergusonovih krivulj za dani interpolacijski
točki in tangentna vektorja pri različnih parametrih α.
5.1 Limitna C-Fergusonova krivulja
Enako kot pri C-Bézierjevih krivuljah moramo C-Fergusonovo krivuljo najprej repa-
rametrizirati. Definiramo nov parameter τ = t
α
, ki za t ∈ [0, α] zavzame vrednosti
na intervalu [0, 1]. Krivuljo hα reparametriziramo v novo krivuljo Hα := hα(·α), ki
je definirana na intervalu [0, 1]. Pri reparametrizaciji se spremenita tudi tangentna
vektorja. S posrednim odvajanjem krivulje Hα dobimo
w∗0 =
dHα
dτ
(0) = αw0,
w∗α =
dHα
dτ
(1) = αwα,
kjer sta w∗0 in w∗α tangentna vektorja reparametrizirane C-Fergusonove krivulje.
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Slika 15: Grafi C-Fergusonovih krivulj za dani interpolacijski točki in tangentna
vektorja, pri različnih vrednostih števila α.
Izrek 5.2. Naj bosta q0 in qα interpolacijski točki ter w∗0 in w∗α tangentna vektorja.
Limita C-Fergusonove krivulje Hα, ko gre α proti 0, je enaka običajni Fergusonovi
krivulji, torej
lim
α→0
Hα(τ) = f(τ), za τ ∈ [0, 1].
Dokaz. Dokaz poteka na enak način, kot v izreku 4.16. Najprej uporabimo Taylorjev
razvoj funkcij sin t in cos t ter preoblikujemo matrični zapis C-Fergusonove krivulje
v naslednjo obliko
hα(t) =
1
2− 2C − αS
[
t3, t2, t, 1
]
⎡⎢⎢⎢⎣
S
6
−S
6
−1−C−αS
6
1−C
6
−1−C
2
1−C
2
−S−αC
2
−α−S
2
0 0 2− 2C − αS 0
2− 2C − αS 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
q0
qα
w0
wα
⎤⎥⎥⎥⎦ .
Uporabimo reparametrizacijo krivulje τ = t
α
. Pri tem moramo uporabiti tudi zvezo
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za tangentne vektorje
Hα(τ) =
1
2− 2C − αS
[
τ 3, τ 2, τ, 1
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
α3S
6
−α3S
6
−α3(1−C−αS)
6
α3(1−C)
6
−α2(1−C)
2
α2(1−C)
2
−α2(S−αC)
2
−α2(α−S)
2
0 0 α(2− 2C − αS) 0
2− 2C − αS 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
q0
qα
w∗0
α
w∗α
α
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=
1
2− 2C − αS
[
τ 3, τ 2, τ, 1
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
α3S
6
−α3S
6
−α2(1−C−αS)
6
α2(1−C)
6
−α2(1−C)
2
α2(1−C)
2
−α(S−αC)
2
−α(α−S)
2
0 0 2− 2C − αS 0
2− 2C − αS 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
q0
qα
w∗0
w∗α
⎤⎥⎥⎥⎦
Za vsak element zgornje matrike izračunamo limito α → 0. Tokrat je v izračunih
dovolj, da uporabimo razvoj funkcij sinus in kosinus do člena pete stopnje, saj gredo
členi višjih stopenj pri limitiranju proti nič. Za primer si poglejmo izračun limite
prvega elementa matrike
lim
α→0
1
2− 2C − αS ·
α3S
6
= lim
α→0
α3(α− α3
6
+ α
5
120
)
6 · (2− 2(1− α2
2
+ α
4
24
)− α(α− α3
6
+ α
5
120
)
)
= lim
α→0
α4(120− 20α2 + α4)
6α4(10− α2)
= 2
Na podoben način izračunamo še limite ostalih elementov matrike in dobimo
H0(τ) =
[
τ 3, τ 2, τ, 1
]
⎡⎢⎢⎢⎣
2 −2 1 1
−3 3 −2 −1
0 0 1 0
1 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
q0
qα
w∗0
w∗α
⎤⎥⎥⎥⎦
=
[
2τ 3 − 3τ 2 + 1, −2τ 3 + 3τ 2, τ 3 − 2τ 2 + τ, τ 3 − τ 2]
⎡⎢⎢⎢⎣
q0
qα
w∗0
w∗α
⎤⎥⎥⎥⎦ .
Elementi levega vektorja so Hermitovi kubični polinomi. Izrek je s tem dokazan.
5.2 Povezava med C-Fergusonovimi in C-Bézierjevimi krivul-
jami
Podane imamo kontrolne točke q0, q1, q2 in q3, ki določajo C-Bézierjevo krivul-
jo. Želimo poiskati interpolacijski točki in pripadajoča tangentna vektorja, ki bodo
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določali C-Fergusonovo krivuljo. Interpolacijski točki sta prva in zadnja točka kon-
trolnega poligona C-Bézierjeve krivulje, torej
q0 = q0, qα = q3.
Določiti moramo še tangentna vektorja. Vemo, da mora biti odvod krivulje v začetni
in končni točki definicijskega območja enak tangentnima vektorjema. Odvode C-Bé-
zierjeve krivulje smo izračunali v izreku 4.9, zato velja
w0 =
1
K
(q1 − q0), wα = 1
K
(q3 − q2). (5.1)
Dokazali smo naslednjo trditev.
Trditev 5.3. Podane so kontrolne točke q0, q1, q2 in q3. Točki q0 in q3 ter vektorja
1
K
(q1−q0) in 1K (q3−q2) določajo C-Fergusonovo krivuljo, ki je enaka C-Bézierjevi
krivulji, določeni s kontrolnimi točkami q0, q1, q2 in q3.
Enak postopek lahko naredimo tudi v obratni smeri. Podane imamo interpola-
cijski točki q0 in qα ter tangentna vektorja w0 in wα, ki določajo C-Fergusonovo
krivuljo. Iz danih podatkov želimo določiti kontrolne točke q0, q1, q2 in q3, ki
določajo C-Bézierjevo krivuljo. Rezultat zapišimo kot trditev.
Trditev 5.4. Podane imamo interpolacijski točki q0 in qα ter tangentna vektorja
w0 in wα. Kontrolne točke q0, q0 +Kw0, qα −Kwα in qα določajo C-Bézierjevo
krivuljo, ki je enaka C-Fergusonovi krivulji podani z interpolacijskima točkama q0
in qα ter tangentnima vektorjema w0 in wα.
Dokaz. Interpolacijski točki q0 in qα določata začetek in konec krivulje, zato je
q0 = q0, q3 = qα.
Iz enačb (5.1) izrazimo še vmesni kontrolni točki q1 in q2. Trditev je s tem dokazana.
Na sliki 16 je prikazan primer C-Fergusonove krivulje, ki je enaka C-Bézierjevi
krivulji.
6 Risanje krožnih lokov in delov elips
Glavni namen uporabe C-Bézierjeve krivulje je možnost upodabljanja stožnic, torej
krožnice, elipse in hiperbole. V razdelku 4 smo omenili, da lahko s polinomskimi
krivuljami narišemo le zelo dobro aproksimacijo omenjenih stožnic. Pri parametri-
zaciji stožnic uporabimo funkciji sinus in kosinus. Ti dve funkciji pa nastopata tudi
v baznih funkcijah C-Bézierjevih krivulj, zato lahko z njima natančno narišemo sto-
žnice. V nadaljevanju se bomo posvetili risanju krožnih lokov in delov elips. Omejili
se bomo na prostor R2.
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Slika 16: Primer povezave med C-Bézierjevo in C-Fergusonovo krivuljo. Točke q0,
q1, q2 in q3 so kontrolne točke C-Bezierjeve krivulje, točki q0 in qα ter vektorja w0
in wα pa določajo C-Fergusonovo krivuljo.
6.1 Krožnica
Naša naloga je, da poiščemo kontrolne točke q0, q1, q2 in q3. C-Bézierjeva krivulja,
določena s temi kontrolnimi točkami, pa mora predstavljati krožni lok.
Za začetek se omejimo na krožni lok enotske krožnice. Krožni lok bo imel začetek
na pozitivni strani x-osi in bo potekal v pozitivno smer koordinatnega sistema.
Središčni kot, ki ga določa krožni lok, je enak α. To je ista vrednost, ki predstavlja
definicijsko območje C-Bézierjeve krivulje. Iz omenjenih predpostavk lahko določimo
kontrolne točke. Prva in zadnja kontrolna točka se nahajata na krajiščih krožnega
loka, zato velja
q0 =
[
1
0
]
, q3 =
[
cosα
sinα
]
. (6.1)
Točka q1 se nahaja v smeri tangentnega vektorja v točki q0. Določiti moramo faktor
d, ki pove, za koliko je q1 oddaljena od prve kontrolne točke. Podobno določimo
koordinati točke q2. Ta je od točke q3 oddaljena za nek faktor v smeri tangentnega
vektorja. Zaradi simetrije morata biti faktorja enaka. Tako dobimo
q1 = q0 + d
[
0
1
]
=
[
1
d
]
,
q2 = q3 − d
[− sinα
cosα
]
=
[
cosα + d sinα
sinα− d cosα
]
.
(6.2)
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Sedaj zapišemo predpis za C-Bézierjevo krivuljo, ki mora ustrezati predpisu krožnice
3∑
i=0
Zi(t)qi =
[
cos t
sin t
]
.
Za kontrolne točke vstavimo koordinate iz enačb (6.1) in (6.2). Dobimo enačbi za
koordinati x in y, v katerih nastopa neznanka d. Enačbi rešimo s pomočjo programa
za simbolno računanje. Iz obeh enačb dobimo enako rešitev
d =
α− sinα
1− cosα = K.
C-Bézierjeva krivulja določena s kontrolnimi točkami
q0 =
[
1
0
]
, q2 =
[
C +KS
S −KC
]
,
q1 =
[
1
K
]
, q3 =
[
C
S
]
,
(6.3)
predstavlja krožni lok enotske krožnice, ki ima začetek na pozitivni strani x-osi in
središčni kot α. Primer C-Bézierjeve krivulje, ki predstavlja krožni lok, je prikazan
na sliki 17.
Slika 17: C-Bézierjeva krivulja, ki predstavlja krožni lok enotske krožnice s središ-
čnim kotom α = π
3
. Točke q0, q1, q2 in q3 so njene kontrolne točke, ki so povezane
v kontrolni poligon.
Določili smo kontrolne točke C-Bézierjeve krivulje, ki predstavlja krožni lok enot-
ske krožnice. Sedaj pa želimo problem razširitni na krožnico s poljubnim polmerom
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r. Ker so C-Bézierjeve krivulje invariantne za afine preslikave, dobimo kontrolne
točke krivulje, ki predstavlja krožnico s polmerom r tako, da točke iz (6.3) pomno-
žimo s faktorjem r. Dobimo torej
q0 = r
[
1
0
]
, q2 = r
[
C +KS
S −KC
]
,
q1 = r
[
1
K
]
, q3 = r
[
C
S
]
.
(6.4)
Do sedaj smo pokazali, kako določiti kontrolne točke, ki določajo C-Bézierjevo
krivuljo, ki predstavlja krožni lok. V nadaljevanju pa bomo pokazali, kdaj štiri
kontrolne točke določajo tako krivujo, ki predstavlja krožni lok. Recimo, da imamo
podane kontrolne točke q0, q1, q2 in q3. Zanima nas, ali C-Bézierjeva krivulja, do-
ločena s temi kontrolnimi točkami, predstavlja lok krožnice? Odgovor bomo zapisali
kot izrek.
Izrek 6.1. C-Bézierjeva krivulja, ki je definirana na intervalu [0, α] in je določena
s kontrolnimi točkami q0, q1, q2 in q3, predstavlja krožni lok s središčnim kotom
α = 2θ in polmerom r natanko takrat, ko so kontrolne točke q0, q1, q2 in q3 oglišča
enakokrakega trapeza, za katerega velja
h
a
=
K
2
, (6.5)
oziroma ∥q1 − q0∥
∥q3 − q0∥ =
K
2 sin θ
, (6.6)
kjer je ∥q3 − q0∥ = a osnovnica trapeza, h višina trapeza, θ pa kot ob osnovnici
trapeza.
Dokaz. Najprej predpostavimo, da kontrolne točke q0, q1, q2 in q3 določajo C-Bé-
zierjevo krivuljo, ki predstavlja krožni lok s polmerom r in središčnim kotom α =
2θ. Dokazujemo, da kontrolne točke predstavljajo oglišča enakokrakega trapeza, za
keterega veljata enakosti (6.5) in (6.6). Brez škode za splošnost lahko predpostavimo,
da ima krivulja začetek na pozitivni strani x-osi. To pomeni, da so koordinate
kontrolnih točk enake kot v formulah (6.4). Označimo še koordinatno izhodišče z O
in dolžino kraka trapeza z l = ∥q1 − q0∥. Najprej bomo pokazali, da so kontrolne
točke oglišča enakokrakega trapeza.
Trikotnik Oq0q3 (glej sliko 18) je enakokrak z osnovnico a in krakoma r. Kot
ob osnovnici trikotnika meri
∠q3q0O = ∠Oq3q0 =
180◦ − α
2
= 90◦ − α
2
.
Prva in zadnja daljica kontrolnega poligona sta v krajiščih krivulje tangenti nanjo.
Ker krivulja predstavlja krožnico, sta daljici pravokotni na vektorja q0−0 in q3−0.
Od tod sledi, da je kot θ ob osnovnici trapeza enak
θ = ∠q1q0q3 = ∠q0q3q2 = 90◦ − (90◦ − α
2
) =
α
2
.
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Slika 18: Kontrolne točke q0, q1, q2 in q3, ki določajo C-Bézierjevo krivuljo, ki
predstavlja krožni lok s polmerom r in središčnim kotom α. Kontrolne točke pred-
stavljajo oglišča enakokrakega trapeza.
Po definiciji C-Bézierjeve krivulje je α ∈ (0, π], torej kot θ zavzame vrednosti na
intervalu (0, π
2
). Sedaj izračunajmo dolžini krakov trapeza ∥q3 − q2∥ in ∥q1 − q0∥.
Vektor q3 − q2 je enak
q3 − q2 = r
[
C
S
]
− r
[
C +KS
S −KC
]
= r
[
KS
KC
]
,
njegova dolžina pa meri
∥q3 − q2∥ =
√
(rK sinα)2 + (rK cosα)2 = rK
√
sin2 α + cos2 α = rK.
Vektor q1 − q0 je enak
q1 − q0 = r
[
1
K
]
− r [1] = r [ 0
K
]
,
njegova dolžina pa meri
∥q1 − q0∥ =
√
(rK)2 = rK.
Ugotovili smo, da sta v štirikotniku q0q1q2q3 daljici q2q3 in q0q1 enako dolgi, ter da
sta notranja kota pri ogliščih q0 in q3 enaka. To pomeni, da je omenjeni štirikotnik
enakokraki trapez z osnovnicama q0q3 in q1q2 ter krakoma q0q1 in q2q3. Kot ob
daljši osnovnici meri θ = α
2
. Sedaj dokažimo še enakosti (6.5) in (6.6). Za dokaz
prve enakosti moramo izračunati razmerje višine h in osnovnice a. Dolžino osnovnice
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izračunamo s pomočjo enakokrakega trikotnika △q0q3O (glej sliko 18), v katerem
velja sin θ = (a/2)
r
, torej je a = 2r sin θ. Dolžino višine pa izračunamo s pomočjo
trapeza, v katerem velja sin θ = h∥q1−q0∥ =
h
rK
in zato h = rK sin θ. Od tod sledi
h
a
=
rK sin θ
2r sin θ
=
K
2
.
Enakost (6.5) je s tem dokazana. Za dokaz druge enakosti izračunamo še razmerje
med krakom trapeza in njegovo osnovnico. Vse potrebne količine smo že izračunali,
zato velja
∥q1 − q0∥
∥q3 − q0∥ =
rK
2r sin θ
=
K
2 sin θ
.
Enakost (6.6) je dokazana, s tem pa je dokazan tudi prvi del izreka 6.1.
Dokažimo še nasprotno implikacijo. Podan imamo enakokrak trapez q0q1q2q3
z daljšo osnovnico ∥q3 − q0∥ = a, višino h in kotom ob osovnici θ. Dolžine krakov
označimo z l. V trapezu veljata enakosti (6.5) in (6.6). Dokazati želimo, da so
oglišča trapeza kontrolne točke C-Bézierjeve krivulje, ki predstavlja lok krožnice s
središčnim kotom α = 2θ. Trapez postavimo v koordinatni sistem tako, da točka q0
leži na pozitivni strani x-osi, krak q0q1 oklepa z x-osjo pravi kot, simetrala tapeza
pa poteka skozi koordinatno izhodišče (glej sliko 19). Točki q0 in q3 sta zato enako
oddaljeni od izhodišča. To dolžino označimo z r. Označimo še izhodišče z O in
razpolovišče daljice q0q3 z R. Trikotni △q0RO je pravokoten, kot pri oglišču O pa
je enak θ. Izračunamo lahko, da je
r =
a
2 sin θ
. (6.7)
Iz enačbe (6.7) izrazimo a ter izraz vstavimo v enakost (6.6) in dobimo
l = ∥q1 − q0∥ = K∥q3 − q0∥
2 sin θ
=
Ka
2 sin θ
=
K2r sin θ
2 sin θ
= Kr.
Podobno iz enakosti (6.5) izrazimo višino in dobimo
h =
Ka
2
=
K2r sin θ
2
= Kr sin θ.
Sedaj imamo vse pripravljeno, da izračunamo koordinate trapeza. Točka q0 leži
na x-osi in je od izhodišča oddaljena r, torej so njene koordinate enake
q0 =
[
r
0
]
= r
[
1
0
]
.
Točka q1 leži nad točko q0 in je od nje oddaljena za l. Njene koordinate so
q1 =
[
r
l
]
=
[
r
Kr
]
= r
[
1
K
]
.
Za računanje koordinat točke q3 si najprej narišimo pravokotni trikotnik s hipote-
nuzo a in katetama x3 in y3 (glej sliko 19). Z uporabo kotnih funkcij v pravokotnem
trikotniku dobimo
x3 = a sin θ, y3 = a cos θ.
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Slika 19: Enakokraki trapez postavimo v koordinatni sistem tako, da lahko izraču-
namo koordinate kontrolnih točk.
Koordinate točke q3 so enake
q3 =
[
r − x3
y3
]
=
[
r − a sin θ
a cos θ
]
=
[
r − 2r sin2 θ
2r sin θ cos θ
]
= r
[
sin2 θ + cos2 θ − 2 sin2 θ
sin(2θ)
]
= r
[
cos(2θ)
sin(2θ)
]
= r
[
cosα
sinα
]
.
Za računanje koordinat točke q2 si najprej narišimo pravokotni trikotnik, katerega
hipotenuza je krajša osnovnica trapeza, kraka pa označimo z x2 in y2 (glej sliko 19).
Hipotenuza tega trikotnika meri a− 2l cos θ, kraka pa
x2 = (a− 2l cos θ) sin θ, y3 = (a− 2l cos θ) cos θ.
Koordinate točke q2 so enake
q2 =
[
r − x2
rK + y2
]
=
[
r − (a− 2l cos θ) sin θ
rK + (a− 2l cos θ) cos θ
]
= r
[
1− 2 sin2 θ + 2K cos θ sin θ
K + 2 sin θ cos θ − 2K cos2 θ
]
= r
[
cosα +K sinα
sinα−K cosα
]
.
Izračunane koordinate točk q0, q1, q2 in q3 ustrezajo koordinatam v formulah (6.4).
S tem smo dokazali še drugi del izreka.
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Do sedaj smo se ukvarjali z risanjem krožnega loka, ki mu pripada središčni kot
α, želeli pa bi narisati celo krožnico. Število α je hkrati tudi dolžina intervala defini-
cijskega območja C-Bézierjeve krivulje. Po definiciji C-Bézierjevih krivulj je število
α z intervala (0, π]. To pomeni, da je polkrog največji krožni lok, ki ga lahko nari-
šemo s C-Bézierjevimi krivuljami. Risanja cele krožnice se lotimo na naslednji način.
Najprej narišemo krožni lok s središčnim kotom α. Kontrolne točke krožnega loka
zarotiramo za kot α in narišemo C-Bézierjevo krivuljo, določeno z novimi kontrol-
nimi točkami. To lahko storimo, ker je C-Bézierjeva krivulja invariantna za rotacijo.
Postopek ponovimo tolikokrat, da dobimo celo krožnico. Na sliki 20 je prikazana
enotska krožnica, ki je sestavljena iz štirih C-Bézierjevih krivulj, ki predstavljajo
krožni lok.
Slika 20: Enotska krožnica narisana s štirimi C-Bézierjevimi krivuljami, ki predstav-
ljajo krožni lok s središčnim kotom π
2
. Narisane so tudi kontrolne točke, povezane v
kontrolni poligon, ki določajo posamezno krivuljo.
6.2 Elipsa
Naša naloga je, da poiščemo kontrolne točke q0, q1, q2 in q3, ki določajo C-Bézierjevo
krivuljo, ki predstavlja lok elipse. Najprej bomo določili kontrolne točke za lok
elipse, ki se začne na pozitivni strani x-osi, kasneje pa za lok elipse, ki se začne na
poljubnem mestu.
Naj bosta a in b velika in mala polos elipse, α pa realno število z intervala (0, π],
ki določa definicijsko območje C-Bézierjeve krivulje. Prva in zadnja kontrolna točka
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predstavljata krajišči loka elipse, zato velja
q0 =
[
a
0
]
, q3 =
[
a cosα
b sinα
]
. (6.8)
Točka q1 se nahaja v smeri tangentnega vektorja v točki q0, točka q2 pa v smeri
tangentnega vektorja v točki q3. Ker elipsa ni simetrična, predvidevamo, da sta
kontrolni točki q1 in q2 od krajiščnih točk oddaljeni za različna faktorja d1 in d2.
Koordinate srednjih kontrolnih točk lahko zapišemo kot
q1 = q0 + d1
[
0
b
]
=
[
a
bd1
]
,
q2 = q3 − d2
[−a sinα
b cosα
]
=
[
a(cosα + d2 sinα)
b(sinα− d2 cosα)
]
.
(6.9)
Določiti moramo neznanki d1 in d2. Zapišemo enačbo za C-Bézierjevo krivuljo, ki
mora ustrezati predpisu elipse
3∑
i=0
Zi(t)qi =
[
a cos t
b sin t
]
.
Za kontrolne točke vstavimo koordinate iz enačb (6.8) in (6.9). Posebej zapišemo
enačbo za koordinato x in koordinato y. Dobimo sistem dveh enačb z dvema ne-
znankama. Pri reševanju sistema si pomagamo s programom za simbolno računanje.
Dobimo naslednjo rešitev
d1 = d2 =
α− sinα
1− cosα = K.
Od tod sledi, da C-Bézierjeva krivulja, določena s kontrolnimi točkami
q0 =
[
a
0
]
, q2 =
[
a(C +KS)
b(S −KC)
]
,
q1 =
[
a
bK
]
, q3 =
[
aC
bS
]
,
(6.10)
predstavlja lok elipse s polosema a in b, ki se začne na pozitivni strani x-osi. Če
sta polosi enaki, torej a = b, potem so kontrolne točke (6.10) enake kontrolnim toč-
kam (6.4), ki določajo C-Bézierjevo krivuljo, ki predstavlja lok krožnice s polmerom
a. Slika 21 prikazuje C-Bézierjevo krivuljo, ki predstavlja lok elipse.
Pri risanju cele krožnice smo kontrolne točke začetnega krožnega loka lahko le
rotirali za kot α. Elipsa pa ni povsem simetrična, zato rotacije točk v splošnem ne
moremo uporabiti. V nadaljevanju bomo določili kontrolne točke C-Bézierjeve kri-
vulje, ki predstavlja lok elipse, katerega začetek je zamaknjen za poljubno vrednost
θ (glej sliko 22). Dolžini a in b sta polosi elipse. Prva in zadnja kontrolna točka
imata v tem primeru koordinati
q0 =
[
a cos θ
b sin θ
]
,
q3 =
[
a cos(α + θ)
b sin(α + θ)
]
.
(6.11)
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Slika 21: C-Bézierjeva krivulja (α = 2π
3
), ki predstavlja lok elipse s polosema a = 5 in
b = 3. Točke q0, q1, q2 in q3 so kontrolne točke krivulje, ki so povezane v kontrolni
poligon.
Enako kot v prvem primeru določimo srednji kontrolni točki s pomočjo tangentnih
vektorjev. Tako dobimo
q1 = q0 + d1
[
−a sin θ
b cos θ
]
=
[
a(cos θ − d1 sin θ)
b(sin θ + d1 cos θ)
]
,
q2 = q3 − d2
[
−a sin(α + θ)
b cos(α + θ)
]
=
[
a(cos(α + θ) + d2 sin(α + θ))
b(sin(α + θ)− d2 cos(α + θ))
]
.
(6.12)
Sedaj zapišemo enačbo C-Bézierjeve krivulje, ki mora ustrezati predpisu elipse, za-
maknjene za število θ, namreč
3∑
i=0
Zi(t)qi =
[
a cos(t+ θ)
b sin(t+ θ)
]
.
Koordinate kontrolnih točk (6.11) in (6.12) vstavimo v enačbo. Rešitev sistema dveh
enačb z dvema neznankama je
d1 = d2 =
α− sinα
1− cosα = K.
Kontrolne točke C-Bézierjeve krivulje, ki predstavlja lok elipse, ki je zamaknjen za
začetni kot θ, so enake
q0 =
[
a cos θ
b sin θ
]
, q2 =
[
a(cos(α + θ) +K sin(α + θ))
b(sin(α + θ)−K cos(α + θ))
]
,
q1 =
[
a(cos θ −K sin θ)
b(sin θ +K cos θ)
]
, q3 =
[
a cos(α + θ)
b sin(α + θ)
]
.
(6.13)
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Slika 22 prikazuje C-Bézierjevo krivuljo, ki predstavlja lok elipse, zamaknjen za
začetni kot θ.
Slika 22: C-Bézierjeva krivulja (α = 3π
4
), ki predstavlja lok elipse s polosema a = 5
in b = 3. Začetek loka je zamaknjen za začetni kot θ = π
3
. Točke q0, q1, q2 in q3 so
kontrolne točke krivulje, ki so povezane v kontrolni poligon.
Sedaj imamo vse pripravljeno, da se lotimo risanja cele elipse. Enako kot pri
krožnici, lahko z eno C-Bézierjevo krivuljo narišemo največ polovico elipse. Narisati
želimo elipso s polosema a in b. Najprej si izberemo število α ∈ (0, π], ki določa
definicijsko območje C-Bézierjeve krivulje. Uporabimo formule (6.10), da določimo
kontrolne točke prve C-Bézierjeve krivulje. Naslednja krivulja, ki predstavlja lok
elipse, je zamaknjena za začetni kot α. Za določitev kontrolnih točk uporabimo
formule (6.13), kjer je θ = α. Kontrolne točke vsake naslednje C-Bézierjeve kri-
vulje dobimo tako, da jih zopet zamaknemo za kot α. To pomeni, da uporabimo
formule (6.13), kjer za θ izberemo ustrezen večkratnik števila α. To ponovimo, do-
kler ne narišemo cele elipse. Na sliki 23 je prikazana elipsa, ki je narisana s petimi
C-Bézierjevimi krivuljami.
Sedaj si poglejmo, kaj velja za kontrolne točke C-Bézierjeve krivulje, kadar ta
predstavlja polovico elipse (glej sliko 24).
Izrek 6.2. Naj bo α = π. C-Bézierjeva krivulja, ki je definirana na intervalu [0, α] in
je določena s kontrolnimi točkami q0, q1, q2 in q3, predstavlja ’simetrično’ polovico
elipse s polosema a in b natanko takrat, ko njene kontrolne točke tvorijo pravokotnik,
za katerega velja ∥q3− q0∥ = ∥q2− q1∥ = 2a in ∥q3− q2∥ = ∥q1− q0∥ = Kb = π2 b.
Dokaz. Predpostavimo najprej, da imamo podano C-Bézierjevo krivuljo s parame-
trom α = π, ki predstavlja ’simetrično’ polovico elipse s polosema a in b. Dokazati
želimo, da njene kontrolne točke predstavljajo oglišča pravokotnika z dolžinama
stranic 2a in π
2
b. Brez škode za splošnost lahko predpostavimo, da prva in zadnja
kontrolna točka ležita na x-osi, tako da sta enako oddaljeni od koordinatnega izho-
dišča, ter da krivulja leži na pozitivni strani y-osi. V tem primeru so koordinate
kontrolnih točk enake kot v formulah (6.10), kjer namesto α vstavimo vrednost π.
Stranice štirikotnika q0q1q2q3 zapišimo kot vektorje
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Slika 23: Elipsa, narisana s petimi C-Bézierjevimi krivuljami (α = 2π
5
). Narisane so
tudi kontrolne točke, povezane v kontrolni poligon, ki določajo posamezno krivuljo.
Slika 24: Polovica elipse, narisana s C-Bézierjevo krivuljo za α = π. Kontrolne točke
v tem primeru predstavljajo oglišča pravokotnika.
q3 − q0 =
[−a
0
]
−
[
a
0
]
=
[−2a
0
]
, q1 − q0 =
[
a
Kb
]
−
[
a
0
]
=
[
0
Kb
]
,
q2 − q1 =
[−a
Kb
]
−
[
a
Kb
]
=
[−2a
0
]
, q2 − q3 =
[−a
Kb
]
−
[−a
0
]
=
[
0
Kb
]
,
in izračunajmo njihove dolžine
∥q3 − q0∥ = 2a, ∥q1 − q0∥ = Kb,
∥q2 − q1∥ = 2a, ∥q2 − q3∥ = Kb.
Vidimo, da sta oba para nasprotnih stranic štirikotnika enako dolga. Ker sta točki
q0 in q3 temeni elipse in sta prva in zadnja daljica kontrolnega poligona tangenti
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na krivuljo, sta ti dve daljici pravokotni na x-os. Sledi, da so točke q0, q1, q2 in q3
oglišča pravokotnika.
Sedaj dokažimo še nasprotno implikacijo. Podan imamo pravokotnik q0q1q2q3
s podatki ∥q3 − q0∥ = ∥q2 − q1∥ = 2a in ∥q3 − q2∥ = ∥q1 − q0∥ = Kb = π2 b. Že-
limo pokazati, da so točke q0, q1, q2 in q3 kontrolne točke C-Bézierjeve krivulje, ki
predstavlja polovico elipse s polosema a in b. Pravokotnik postavimo v koordinatni
sistem tako, da točki q0 in q3 ležita na x-osi in sta enako oddaljeni od koordinatnega
izhodišča (glej sliko 25). Pravokotnik naj leži na pozitivni strani y-osi. Sedaj zapi-
šimo koordinate oglišč pravokotnika. Točki q0 in q3 ležita na x-osi, ena na pozitivni
strani in ena na negativni strani, zato velja
q0 =
[
a
0
]
, q3 =
[−a
0
]
.
Točki q1 in q2 pa ležita nad točkama q0 in q3, zato velja
q1 =
[
a
Kb
]
, q2 =
[−a
Kb
]
.
Slika 25: Pravokotnik postavimo v koordinatni sistem tako, da leži daljica q0q3 na
x-osi in da je y-os simetrala pravokotnika. Pri taki postavitvi izračunamo koordinate
oglišč.
Izračunane koordinate so enake koordinatam v formulah (6.10) za α = π, ki
določajo C-Bézierjevo krivuljo, ki predstavlja polovico elipse. Drugi del izreka je s
tem dokazan.
Zanimiv rezultat dobimo tudi za poljubno polovico elipse. Zapišimo ga kot izrek.
Izrek 6.3. Naj bo α = π. C-Bézierjeva krivulja, ki je definirana na intervalu [0, α]
in je določena s kontrolnimi točkami q0, q1, q2 in q3, predstavlja polovico elipse s
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polosema a in b, ki je zamaknjena za začetni kot θ, natanko takrat, ko njene kontrolne
točke tvorijo paralelogram, za katerega velja(m
2
)2
+
(
2n
π
)2
= a2 + b2,(m
2
)2
−
(
2n
π
)2
= (a2 − b2) cos(2θ),
cos δ =
π sin(2θ)(a2 − b2)
2mn
,
(6.14)
kjer sta m in n dolžini stranic paralelograma, δ pa je ostri kot v paralelogramu.
Dokaz. Predpostavimo najprej, da imamo podane kontrolne točke q0, q1, q2 in q3,
ki predstavljajo polovico elipse zamaknjene za začetni kot θ. Dokazati želimo, da
kontrolne točke predstavljajo oglišča paralelograma ter da veljajo enakosti (6.14).
Za izračun koordinat kontrolnih točk uporabimo formule (6.13) in dobimo
q0 =
[
a cos θ
b sin θ
]
, q2 =
[
−a(cos θ + π
2
sin θ)
−b(sin θ − π
2
cos θ)
]
,
q1 =
[
a(cos θ − π
2
sin θ)
b(sin θ + π
2
cos θ)
]
, q3 =
[
−a cos θ
−b sin θ
]
.
Poglejmo si vektorja q1 − q1 in q2 − q3
q1 − q0 =
[
−π
2
a sin θ
π
2
b cos θ
]
,
q2 − q3 =
[
−π
2
a sin θ
π
2
b cos θ
]
.
Vektorja sta enaka. To pomeni, da sta daljici q0q1 in q3q2 vzporedni in enako dolgi.
Sedaj izračunajmo še vektorja q3 − q0 in q2 − q1
q3 − q0 =
[
−2a cos θ
−2b sin θ
]
,
q2 − q1 =
[
−2a cos θ
−2b sin θ
]
.
Oba vektorja sta enaka, kar pomeni, da sta tudi daljici q0q3 in q1q2 vzporedni in
skladni. To pomeni, da je štirikotnik, ki ga določajo kontrolne točke q0, q1, q2 in
q3, paralelogram, saj ima nasprotni stranici paroma vzporedni in skladni. Sedaj
izračunajmo dolžini stranic paralelograma tako, da izračunamo dolžini vektorjev
q3 − q0 in q1 − q0
m = ∥q3 − q0∥ =
√
(−2a cos θ)2 + (−2b sin θ)2 = 2
√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ,
n = ∥q1 − q0∥ =
√(
−πa
2
sin θ
)2
+
(
πb
2
cos θ
)2
=
π
2
√
a2 sin2 θ + b2 cos2 θ.
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Iz dobljenih rezultatov izračunajmo prvi dve enakosti v (6.14)(m
2
)2
+
(
2n
π
)2
= a2 cos2 θ + b2 sin2 θ + a2 sin2 θ + b2 cos2 θ
= a2(cos2 θ + sin2 θ) + b2(cos2 θ + sin2 θ)
= a2 + b2,(m
2
)2
−
(
2n
π
)2
= a2 cos2 θ + b2 sin2 θ − (a2 sin2 θ + b2 cos2 θ)
= cos2 θ(a2 − b2)− sin2 θ(a2 − b2)
= (a2 − b2)(cos2 θ − sin2 θ)
= (a2 − b2) cos(2θ).
Zadnjo enakost v (6.14) dokažimo tako, da izračunamo kosinus kota med vektorjema
q3 − q0 in q1 − q0
cos δ =
(q3 − q0) · (q1 − q0)
∥q3 − q0∥∥q1 − q0∥
=
πa2 sin θ cos θ − πb2 sin θ cos θ
mn
=
π sin θ cos θ(a2 − b2)
mn
=
π sin(2θ)(a2 − b2)
2mn
.
Prvi del izreka 6.3 je s tem dokazan.
Sedaj dokažimo še nasprotno implikacijo. Podan imamo paralelogram s strani-
cama m in n ter ostrim kotom δ, za katerega veljajo enakosti (6.14). Dokazati
želimo, da oglišča paralelograma določajo C-Bézierjevo krivuljo, ki predstavlja polo-
vico loka elipse s polosema a in b, ki je zamaknjena za začetni kot θ. Iz enačb (6.14)
najprej izrazimo količine a, b in θ, ki določajo elipso. Iz druge enačbe izrazimo
a2 − b2 in vstavimo v tretjo enačbo. Dobimo
cos δ =
π sin(2θ)π
2m2−16n2
4π2 cos(2θ)
2mn
=
(π2m2 − 16n2) tan(2θ)
8πmn
Iz enačbe izrazimo tangens
tan(2θ) =
8πmn cos δ
π2m2 − 16n2 ,
od koder sledi
θ =
1
2
arctan
(
8πmn cos δ
π2m2 − 16n2
)
. (6.15)
Iz prve enačne sedaj izrazimo še a
a =
√
m2
4
+
4n2
π2
− b2,
45
dobljen izraz vstavimo v drugo enačbo in izrazimo b
m2
4
− 4n
2
π2
=
(
m2
4
+
4n2
π2
− 2b2
)
cos(2θ),
2b2 cos(2θ) =
m2
4
(cos(2θ)− 1) + 4n
2
π2
(cos(2θ) + 1),
b =
√
m2(cos(2θ)− 1)
8 cos(2θ)
+
2n2(cos(2θ) + 1)
π2 cos(2θ)
.
Označimo oglišča paralelograma s q0, q1, q2 in q3 tako, da je m = ∥q3 − q0∥ =
∥q2−q1∥ in n = ∥q1−q2∥ = ∥q3−q2∥. Brez škode za splošnost lahko predpostavimo,
da je ostri kot δ pri oglišču q0. Postavimo paralelogram v koordinatni sistem tako,
da je razpolovišče stranice q0q3 v koordinatnem izhodišču (glej sliko 26) in da ima
oglišče q0 koordinati
q0 =
[
a cos θ
b sin θ
]
. (6.16)
Oglišče q3 je v tem primeru zrcalna slika oglišča q0 čez koordinatno izhodišče, zato
Slika 26: Paralelogram postavimo v koordinatni sistem tako, da je razpolovišče da-
ljice q0q3 v koordinatnem izhodišču. Oglišča paralelograma v tem primeru določajo
C-Bézierjevo krivuljo, ki predstavlja polovico elipse.
sta njegovi koordinati enaki
q3 =
[−a cos θ
−b sin θ
]
. (6.17)
Kot, ki ga daljica q0q3 oklepa z abscisno osjo, označimo z ε. Zanj veljata zvezi
sin ε =
2b sin θ
m
, cos ε =
2a cos θ
m
. (6.18)
V paralelogram narišimo pravokotni trikotnik s hipotenuzo q0q1 in katetama x1 in
y1 (glej sliko 26). Kot pri oglišču q0 je enak δ − ε. Za izračun katet x1 in y1 bomo
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potrebovali količini cos(δ − ε) in sin(δ − ε). Najprej izračunajmo še sin δ, ki ga
bomo potrebovali v nadaljevanju. Uporabimo zadnjo enačbo v (6.14) in zvezo med
kotnima funkcijama
sin δ =
√
1− cos2 δ
=
√
1−
(
π sin(2θ)(a2 − b2)
2mn
)2
=
1
2mn
√
4m2n2 − π2 sin2(2θ)(a2 − b2)2.
Iz prvih dveh enakosti v (6.14) izrazimo m2 in n2
m2 = 4(a2 cos2 θ + b2 sin2 θ),
n2 =
π2
4
(a2 sin2 θ + b2 cos2 θ).
Vstavimo ju v zgornji izračun in dobimo
sin δ =
1
2mn
√
4π2(a2 cos2 θ + b2 sin2 θ)(a2 sin2 θ + b2 cos2 θ)− π2 sin2(2θ)(a2 − b2)2
=
1
2mn
√
π2
(
sin2(2θ)(a4 + b4) + 4a2b2(cos4 θ + sin4 θ)
)− π2 sin2(2θ)(a2 − b2)2
=
1
2mn
√
π2 sin2(2θ) (a4 + b4 − (a4 − 2a2b2 + b4)) + 4π2a2b2(cos4 θ + sin4 θ)
=
1
2mn
√
4π2a2b2(2 sin2 θ cos2 θ + cos4 θ + sin4 θ)
=
1
2mn
√
4π2a2b2 · 1
=
πab
mn
. (6.19)
Pri izračunu cos(δ−ε) najprej uporabimo adicijski izrek, nato pa vstavimo potrebne
količine iz enačb (6.14), (6.18), (6.19) in dobimo
cos(δ − ε) = cos δ cos ε+ sin δ sin ε
=
π sin(2θ)(a2 − b2)
2mn
2a cos θ
m
+
πab
mn
2b sin θ
m
=
2πa sin θ
n
(
cos2 θ(a2 − b2) + b2
m2
)
=
2πa sin θ
n
(
a2 cos2 θ + b2(1− cos2 θ)
4(a2 cos2 θ + b2 sin2 θ)
)
=
πa sin θ
n
. (6.20)
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Z uporabo zvez med funkcijama sinus in kosinus izračunamo še
sin(δ − ε) =
√
1− cos2(δ − ε)
=
√
4n2 − π2a2 sin2 θ
4n2
=
1
2n
√
π2(a2 sin2 θ + b2 cos2 θ)− π2a2 sin2 θ
=
π
2n
√
b2 cos2 θ
=
πb cos θ
2n
. (6.21)
Z uporabo rezultatov (6.20) in (6.21) ter z uporabo kotnih funkcij v pravokotnem
trikotniku s hipotenuzo q0q1 izračunajmo še njegovi kateti
x1 = n cos(δ − ε) = πa sin θ
2
,
y1 = n sin(δ − ε) = πb cos θ
2
.
Sedaj imamo vse pripravljeno, da izračunamo koordinati preostalih dveh oglišč pa-
ralelograma
q1 = q0 +
[
−x1
y1
]
=
[
a cos θ
b sin θ
]
+
[
−πa sin θ
2
πb cos θ
2
]
=
[
a(cos θ − π
2
sin θ)
b(sin θ + π
2
cos θ)
]
, (6.22)
q2 = q3 +
[
−x1
y1
]
=
[
−a cos θ
−b sin θ
]
+
[
−πa sin θ
2
πb cos θ
2
]
=
[
−a(cos θ + π
2
sin θ)
−b(sin θ − π
2
cos θ)
]
. (6.23)
Koordinate oglišč paralelograma, ki so izračunane v enačbah (6.16), (6.17), (6.22)
in (6.23) ustrezajo koordinatam v formulah (6.13) za α = π.
Zgoraj izpeljan dokaz nasprotne implikacije velja za θ ≥ 0, oziroma za m < 4n
π
(glej enačbo (6.15)). Pri θ < 0 iz enačbe (6.18) za sin ε sklepamo, da je ε < 0.
Narišimo si novo skico, kjer pri legi paralelograma upoštevamo negativnost kota θ
(glej sliko 27). Ker so koti v trikotniku pozitivne količine, pri izračunu kota ∠q1q0A
uporabimo nasprotno vrednost ε. Tako dobimo
∠q1q0A = δ −
(π
2
− (−ε)
)
= −π
2
+ δ − ε.
Sedaj izračunamo kateti trikotnika △q1q0A
x1 = n sin(−π
2
+ δ − ε) = n sin
(
−
(π
2
− (δ − ε)
))
= −n cos(δ − ε),
y1 = n cos(−π
2
+ δ − ε) = n cos
(
−
(π
2
− (δ − ε)
))
= n sin(δ − ε).
Uporabimo enakosti (6.20) in (6.21) in dobimo
x1 = −πa sin θ
2
, y1 =
πb cos θ
2
.
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Pri izračunu koordinat oglišč q1 in q2 si pomagamo s skico na sliki 27 in dobimo
q1 = q0 +
[
x1
y1
]
=
[
a cos θ
b sin θ
]
+
[
−πa sin θ
2
πb cos θ
2
]
=
[
a(cos θ − π
2
sin θ)
b(sin θ + π
2
cos θ)
]
,
q2 = q3 +
[
x1
y1
]
=
[
−a cos θ
−b sin θ
]
+
[
−πa sin θ
2
πb cos θ
2
]
=
[
−a(cos θ + π
2
sin θ)
−b(sin θ − π
2
cos θ)
]
.
Rezultat je enak kot v prvem primeru. Dokaz izreka 6.3 je s tem zaključen.
Slika 27: Postavitev paralelograma v koordinatni sistem v primeru, ko je m < 4n
π
oziroma θ < 0. V tem primeru ima elipsa, ki jo predstavlja C-Bézierjeva krivulja,
določena z oglišči paralelograma, polos a manjšo od polosi b.
Opomba 6.4. Če v izreku 6.3 velja θ = 0, to pomeni, da krivulja predstavlja
polovico elipse, ki ni zamaknjena. Iz enakosti (6.14) dobimo δ = π
2
, m = 2a in
n = π
2
b = Kb. To pa so ravno predpostavke izreka 6.2.
7 Krivulje s pitagorejskim hodografom
Krivulje s pitagorejskim hodografom oziroma PH krivulje, so posebna družina kri-
vulj, ki se zaradi svojih lepih lastnosti uporabljajo predvsem pri krmiljenju CNC
(Computer Numerical Control) strojev. Omejili se bomo na ravninske PH krivulje,
čeprav se da rezultate posplošiti tudi na prostore večjih razsežnosti. Najprej bomo
49
opisali polinomske PH krivulje in nekatere njihove lastnosti. Za primer si bomo
ogledali kubične Bézierjeve PH krivulje. Potem pa bomo definirali še C-Bézierjeve
krivulje s pitagorejskim hodografom.
Definicija 7.1. Naj bo r ravninska polinomska parametrična krivulja podana kot
r(t) = (x(t), y(t))T za t ∈ [a, b]. Krivulja r je krivulja s pitagorejskim hodografom
oz. PH krivulja, če obstaja tak polinom σ, da velja
∥r˙∥22 = r˙T r˙ = x˙2 + y˙2 = σ2. (7.1)
Polinom σ imenujemo tudi parametrična hitrost krivulje r. V nadaljevanju bomo
pri računanju norme vedno uporabljali drugo normo, zato bomo v zapisu izpustili
indeks 2.
Opomba 7.2. Če je krivulja r regularna, to pomeni, da je r˙(t) ̸= 0 za t ∈ [a, b],
potem lahko zgornjo enakost poenostavimo v ∥r˙∥ =√x˙2 + y˙2 = σ, σ > 0.
Dokazati se da, da je pitagorejski pogoj a2(t) + b2(t) = c2(t), za polinome a, b in c
izpolnjen natanko tedaj, ko lahko omenjene polinome izrazimo s polinomi u, v in w
na naslednji način
a(t) =
(
u2(t)− v2(t))w(t),
b(t) = 2u(t)v(t)w(t), (7.2)
c(t) =
(
u2(t) + v2(t)
)
w(t),
kjer sta polinoma u in v med seboj tuja. Dokaz lahko najdemo v [3].
Prva uporabna lastnost PH krivulj je računanje njihove dolžine. Vemo, da se
dolžina parametrične krivulje, ki je definirana na intervalu [a, b], izraža kot
ℓ =
∫ b
a
∥r˙(t)∥dt =
∫ b
a
√
x˙2(t) + y˙2(t)dt.
V splošnem nastopa v integralu iracionalna funkcija, ki je ne znamo vedno eksaktno
integrirati. Pri PH krivuljah pa se zaradi pogoja (7.1) funkcija v integralu poenostavi
v polinom. V takem primeru lahko integral, in s tem tudi dolžino krivulje, natančno
izračunamo.
Druga pomembna lastnost je enostavno računanje enotske tangente in normale
na krivuljo. Naj bo r = (x(t), y(t))T parametrična krivulja. Enotska tangenta in
normala se izražata kot
t =
(x˙, y˙)
∥r˙∥ , n =
(y˙,−x˙)
∥r˙∥ .
Pri polinomskih PH krivuljah imata tangentni in normalni vektor racionalni kompo-
nenti. To pa je pomembna lastnost pri algoritmih, ki se uporabljajo v CNC strojih,
saj za izračun tangent in normal ni potrebno uporabiti njihovih aproksimacij. Po-
glejmo si sedaj še krivuljo odmika (offset curve). To je krivulja rd, ki je od prvotne
krivulje r v vsaki točki odmaknjena za konstanten odmik d v smeri normale in se
izraža kot
rd(t) = r(t) + dn(t).
Pri PH krivuljah ima krivulja odmika racionalen predpis.
50
7.1 Bézierjeve PH krivulje
Izpeljali bomo predpise za kontrolne točke kubične Bézierjeve krivulje. Uporabimo
enačbe (7.2). Poiskati želimo polinome u, v, in w, da bo veljalo
x˙(t) =
(
u2(t)− v2(t))w(t), y˙(t) = 2u(t)v(t)w(t). (7.3)
Omejimo se na primitivne PH krivulje, za katere velja, da sta polinoma u in v tuja
in je polinom w konstantno enak 1. Privzemimo še, da nobeden od polinomov u, v
in w ni enak 0 ter da u in v nista oba konstanti, saj se v tem primeru krivulja izroji
v točko ali daljico. Dobiti želimo kubično krivuljo, zato morata biti polinoma u in
v linearna. Zapišimo ju v Bernsteinovi bazi
u(t) = u0B
1
0(t) + u1B
1
1(t), v(t) = v0B
1
0(t) + v1B
1
1(t). (7.4)
Za koeficiente polinomov mora veljati u0v1−u1v0 ̸= 0 in (u1−u0)2+(v1− v0)2 ̸= 0.
S prvim pogojem zagotovimo, da sta polinoma tuja, z drugim pa, da nista oba
konstantna. Iz (7.3) in (7.4) dobimo
x˙(t) = (u20 − v20)B20(t) + (u0u1 − v0v1)B21(t) + (u21 − v21)B22(t),
y˙(t) = 2u0v0B
2
0(t) + (u0v1 + u1v0)B
2
1(t) + 2u1v1B
2
2(t).
Izraza integriramo in zapišemo predpis kubične Bézierjeve krivulje
b3(t) = B30(t)b0 +B
3
1(t)b1 +B
3
2(t)b2 +B
3
3(t)b3,
kjer se kontrolne točke izražajo kot
b1 = b0 +
1
3
[
u20 − v20
2u0v0
]
, b2 = b1 +
1
3
[
u0u1 − v0v1
u0v1 + u1v0
]
,
b3 = b2 +
1
3
[
u21 − v21
2u1v1
]
,
(7.5)
točka b0 pa je poljubna. Tako smo dobili formule za kontrolne točke kubične Bé-
zierjeve PH krivulje pri izbiri linearnih polinomov u in v ter kontrolne točke b0. Na
podoben način lahko določimo kontrolne točke Bézierjeve PH krivulje višje stopnje.
Kontrolni poligon kubične Bézierjeve PH krivulje lahko karakteriziramo povsem
geometrijsko. Karakterizacijo zapišimo kot izrek.
Izrek 7.3. Naj bo b kubična Bézierjeva krivulja s kontrolnimi točkami bi, i =
0, 1, 2, 3. Označimo Li := ∥∆bi∥, i = 0, 1, 2, in naj bo ϕij kot med ∆bi in ∆bj,
ϕij ∈ [0, π]. Potem je b Bézierjeva PH krivulja natanko tedaj, ko velja
L1 =
√
L0L2 in ϕ01 = ϕ12. (7.6)
Dokaz. Naj bo b kubična Bézierjeva PH krivulja. Potem njene kontrolne točke
ustrezajo formulam (7.5), iz katerih dobimo
L0 = ∥∆b0∥ = 1
3
(u20 + v
2
0),
L1 = ∥∆b1∥ = 1
3
√
(u20 + v
2
0)(u
2
1 + v
2
1),
L2 = ∥∆b2∥ = 1
3
(u21 + v
2
1).
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Sedaj izračunamo √
L0L2 =
1
3
√
(u20 + v
2
0)(u
2
1 + v
2
1) = L1.
Prva enakost v (7.6) je s tem dokazana. Za dokaz druge enakosti z uporabo vektor-
skega in skalarnega produkta ustreznih premih diferenc izračunamo sinus in kosinus
kotov ϕ01 in ϕ12
sinϕ01 =
∥∆b1 ×∆b0∥
L1L0
=
u1v0 − u0v1√
(u20 + v
2
0)(u
2
1 + v
2
1)
,
sinϕ12 =
∥∆b2 ×∆b1∥
L2L1
=
u1v0 − u0v1√
(u20 + v
2
0)(u
2
1 + v
2
1)
,
cosϕ01 = −∆b1 ·∆b0
L1L0
= − u1v0 − u0v1√
(u20 + v
2
0)(u
2
1 + v
2
1)
,
cosϕ12 = −∆b2 ·∆b1
L2L1
= − u1v0 − u0v1√
(u20 + v
2
0)(u
2
1 + v
2
1)
.
Ker sta sinus in kosinus kotov enaka in kota ležita na intervalu [0, π], velja ϕ01 = ϕ12.
S tem je dokazana prva implikacija izreka.
Dokažimo še nasprotno implikacijo. Predpostavimo sedaj, da je b kubična Bé-
zierjeva krivulja, ki zadošča pogojema (7.6). Zaradi krajšega pisanja označimo
ϕ := ϕ01 = ϕ12. Brez škode za splošnost lahko postavimo kontrolni poligon v
koordinatni sistem tako (glej sliko 28), da velja
∆b0 = L0
[
1
0
]
, ∆b1 =
√
L0L2
[
cosϕ
sinϕ
]
, ∆b2 = L2
[
cos(2ϕ)
sin(2ϕ)
]
.
Sedaj izračunamo kvadrat norme odvoda in ga razvijemo po Bernsteinovi bazi
Slika 28: Postavitev kontrolnega poligona Bézierjeve PH krivulje v koordinatni si-
stem, kot smo opisali v dokazu izreka 7.3.
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∥b˙(t)∥2 =
3
2∑
i=0
∆biB
2
i (t)

2
=
4∑
i=0
ciB
4
i (t),
kjer so koeficienti ci enaki
c0 = 9L
2
0, c1 = 9L0
√
L0L2 cosϕ,
c2 = 3L0L2(2 + cos(2ϕ)),
c3 = 9L2
√
L0L2 cosϕ, c4 = 9L
2
2.
Zgornjo enakost lahko zapišemo kot
∥b˙(t)∥2 =
(
3(L0B
2
0(t) +
√
L0L2 cosϕB
2
1(t) + L2B
2
2(t))
)2
.
Od tod sledi, da je b PH krivulja. Izrek 7.3 je s tem dokazan.
Primer 7.4. Izberimo polinoma u in v
u(t) = 5B10(t)− 5B11(t), v(t) = 3.5B10(t) + 3.5B11(t).
in prvo kontrolno točko b0 = (0, 0). Z uporabo formul (7.5) izračunamo koordinate
ostalih kontrolnih točk
b1 =
[
17
4
35
3
]
, b2 =
[
−49
6
35
3
]
, b3 =
[
−47
12
0
]
.
Na sliki 29 je prikazana kubična Bézierjeva PH krivulja z zgoraj določenimi kontrol-
nimi točkami.
Izračunajmo dolžino krivulje. Iz (7.2) vemo, da je polinom σ izražen kot σ(t) =
u2(t) + v2(t). Polinom integriramo in dobimo dolžino krivulje
ℓ =
∫ 1
0
σ(t)dt =
247
12
.
Določimo še krivuljo odmika. Normala na kubično Bézierjevo PH krivuljo je
n(t) =
1
u2(t) + v2(t)
[
2u(t)v(t)
−(u2(t)− v2(t))
]
,
krivulja odmika pa je v tem primeru izražena kot
bd = b+
d
u2(t) + v2(t)
[
2u(t)v(t)
−(u2(t)− v2(t))
]
.
Na sliki 29 sta prikazani krivulji odmika podane kubične Bézierjeve krivulje za d = 1
in d = −3. Opazimo, da krivulja odmika ni vedno gladka krivulja.
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Slika 29: Kubična Bézierjeva PH krivulja, določena s kontrolnimi točkami iz pri-
mera 7.4 (modra). Narisani sta še krivulji odmika za d = 1 (rdeča) in d = −3
(zelena).
7.2 PHC krivulje
Posplošimo definicijo polinomskih PH krivulj na PH C-Bézierjeve krivulje. Vemo
že, da C-Bézierjeve krivulje razpenjajo prostor L {sin t, cos t, t, 1}.
Definicija 7.5. C-Bézierjeva krivulja Bα je krivulja s pitagorejskim hodografom,
če njena parametrična hitrost σ = ∥B˙α∥ leži v prostoru, ki ga razpenjajo odvodi
prvotnih funkcij, torej σ ∈ L {cos t, sin t, 1}. C-Bézierjevo krivuljo s pitagorejskim
hodografom na kratko imenujemo tudi PHC krivulja [5].
C-Bézierjevo krivuljo lahko zapišemo kot
Bα(t) =
3∑
i=0
Zi(t)qi = q0 +
2∑
i=0
∆qi
3∑
j=i+1
Zj(t),
od tod pa izrazimo njen odvod
B˙α(t) = ∆q0w0(t) + ∆q1w1(t) + ∆q2w2(t),
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kjer so funkcije wi enake
wi(t) =
3∑
j=i+1
Z˙j(t), i = 0, 1, 2. (7.7)
Predpise funkcij wi poenostavimo v
w0(t) =
1− cos(α− t)
α− S , w1(t) =
1− cos(t− α) + C − cos t
α− 2S + αC , w2(t) =
1− cos t
α− S .
Z uporabo adicijskih izrekov lahko funkcije wi, i = 0, 1, 2, razpišemo po baznih
funkcijah cos t, sin t in 1. Da se dokazati, da funkcije wi, i = 0, 1, 2, predstavljajo
bazo prostora L {cos t, sin t, 1}. Sedaj definirajmo še
w(t) :=
⎡⎢⎣w0(t)w1(t)
w2(t)
⎤⎥⎦ , G :=
⎡⎢⎣ ∥∆q0∥
2 ∆qT0∆q1 ∆q
T
0∆q2
∆qT0∆q1 ∥∆q1∥2 ∆qT1∆q2
∆qT0∆q2 ∆q
T
1∆q2 ∥∆q2∥2
⎤⎥⎦ ,
kjer je G Gramova matrika premih diferenc dveh zaporednih kontrolnih točk. V
nadaljevanju se bomo omejili na C-Bézierjeve krivulje, ki ne predstavljajo daljic. To
pomeni, da so vektorji ∆qi, i = 0, 1, 2, paroma linearno neodvisni in je zato matrika
G simetrična pozitivno definitna, krivulja Bα pa regularna. Za parametrično hitrost
krivulje sedaj velja
σ2(t) = w(t)TGw(t). (7.8)
Tako kot za polinomske PH krivulje lahko tudi za PHC krivulje podamo geometrijsko
karakterizacijo.
Izrek 7.6. Naj bo Bα C-Bézierjeva krivulja, ki ne predstavlja daljice in ima paroma
različne kontrolne točke. Potem je Bα PHC krivulja natanko tedaj, ko velja
ϕ01 = ϕ12 in
∥∆q0∥∥∆q2∥
∥∆q1∥2 = ρ(α), (7.9)
kjer je
ρ(α) :=
(
α− S
2α cos α
2
− 4 sin α
2
)2
in so koti ϕij definirani enako kot v izreku 7.3.
Dokaz. Naj bo Bα PHC krivulja. Dokazati želimo, da za krivuljo Bα veljata ena-
kosti (7.9). Uporabimo definicijo PHC krivulj in enačbo (7.8) ter definiramo
χ(t) := w(t)TGw(t)− (σ0w0(t) + σ1w1(t) + σ2w2(t))2 = 0, t ∈ [0, α]. (7.10)
Koeficiente σi, i = 0, 1, 2, moramo določiti tako, da bo χ ničelna funkcija. V χ
vstavimo števili 0 in α
χ(0) = w(0)TGw(0)− (σ0w0(0))2 = ∥∆q0∥2w20(0)− σ20w20 = 0,
χ(α) = w(α)TGw(α)− (σ2w2(α))2 = ∥∆q2∥2w22(α)− σ22w22 = 0.
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Iz enačb dobimo σ20 = ∥∆q2∥2 in σ22 = ∥∆q2∥2, od koder sledi
σ0 = sign(σ0)∥∆q0∥, σ2 = sign(σ2)∥∆q2∥. (7.11)
Izračunajmo še odvod funkcije χ pri 0 in α in dobimo enačbi
∆q0∆q1 = σ0σ1, ∆q1∆q2 = σ1σ2.
Izračunamo skalarni produkt premih diferenc in uporabimo enačbi (7.11) da dobimo
σ1 = sign(σ0)∥∆q1∥ cosϕ01, σ1 = sign(σ2)∥∆q1∥ cosϕ12. (7.12)
Dobljene rezultate v (7.11) in (7.12) vstavimo v (7.10) in dobimo
χ(t) =
(1− cos(t− α) + C − cos t)2
(α− S)2(1 + C) ·
· (2ρ(α)∥∆q1∥2 − (sign(σ0σ2)− cosϕ02)∥∆q0∥∥∆q2∥) . (7.13)
Če je sign(σ0σ2) = −1, potem bo χ enaka 0, če bosta člena v drugem faktorju
enačbe (7.13) oba enaka 0. Od tod dobimo ϕ02 = π in ϕ01 ∈ {0, π}. V tem primeru
PHC krivulja predstavlja daljico, kar pa je v protislovju s predpostavko. Zato je
sign(σ0σ2) = 1. Lahko privzamemo, da sta σ0 in σ2 oba pozitivna, v nasprotnem
primeru se v enačbi (7.10) minus s kvadriranjem izniči. Zapišimo, kar smo ugotovili
za iskane koeficiente
σ0 = ∥∆q0∥, σ2 = ∥∆q2∥.
Za koeficient σ1 sedaj velja
σ1 = ∥∆q1∥ cosϕ01 = ∥∆q1∥ cosϕ12.
Ker je ϕij ∈ [0, π], dobimo ϕ01 = ϕ12, s tem pa je dokazana prva enakost v (7.9).
Vstavimo sedaj v (7.13) še ugotovitev sign(σ0σ2) = 1. Da bo izraz ničelna finkcija,
mora veljati
∥∆q0∥∥∆q2∥
∥∆q1∥2 = 2ρ(α)
(
1− cos2 ϕ01
1− cosϕ02
)
. (7.14)
Kot ϕ02 lahko izrazimo s kotoma ϕ01 in ϕ12. Ločimo dva primera. Če štirikotnik, ki
ga določajo kontrolne točke, ni konveksen (glej sliko 30), lahko iskani kot izrazimo
kot
ϕ02 = ϕ12 − ϕ01 ali ϕ02 = ϕ01 − ϕ12.
Izračunamo kosinus kota ϕ02, kjer upoštevamo ϕ01 = ϕ12. V obeh primerih dobimo
cosϕ02 = cosϕ01 cosϕ12 + sinϕ01 sinϕ12 = 1.
Iz enačbe (7.14) sledi, da mora veljati 1 − cos2 ϕ01 = 0. To pa pomeni, da je
ϕ01 = ϕ12 ∈ {0, π}, kar nas privede v protislovje, saj je v tem primeru PHC krivulja
daljica. Če pa je štirikotnik konveksen (glej sliko 30), potem velja
ϕ02 = 2π − ϕ01 − ϕ12 ali ϕ02 = ϕ01 + ϕ12.
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Slika 30: Slika prikazuje različne kontrolne poligone za PHC krivulje z označenimi
koti ϕij med vektorji premih diferenc. Zgoraj sta primera nekonveksnega kontrolnega
poligona, spodaj pa primera konveksnega kontrolnega poligona.
Kosinus kota ϕ02 je v tem primeru enak
cosϕ02 = cosϕ01 cosϕ12 − sinϕ01 sinϕ12 = 2 cos2 ϕ01 − 1.
Dobljen rezultat za cosϕ02 vstavimo v enačbo (7.14), kjer se desna stran poenostavi
v ρ(α). S tem je dokazan prvi del izreka.
Za dokaz nasprotne implikacije imamo že vse pripravljeno. Predpostavimo, da
za C-Bézierjevo krivuljo Bα velja (7.9). Z računanjem koeficientov σi, i = 0, 1, 2,
smo zgoraj že pokazali, da lahko parametrično hitrost krivulje izrazimo kot
σ(t) = ∥∆q0∥w0(t) + ∥∆q1∥ cosϕ01w1(t) + ∥∆q2∥w2(t),
kar pa pomeni, da je Bα PHC krivulja. Izrek 7.6 je s tem dokazan.
Povezavo med C-Bézierjevimi krivuljami in kubičnimi Bézierjevimi krivuljami
smo zapisali v izreku 4.16. Preverimo, ali enaka povezava velja tudi za krivulje s
pitagorejskim hodografom. Za ρ, ki nastopa v (7.9) izračunajmo limito α → 0.
Dovolj je, da pri izračunu uporabimo razvoj funkcij sinus in kosinus do členov tretje
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stopnje, saj se višji členi z limitiranjem uničijo. Dobimo
lim
α→0
ρ(α) = lim
α→0
(
α− (α− α3
6
)
2α(1− α2
8
)− 4(α
2
− α3
48
)
)2
= lim
α→0
(
α3
6
−α3
4
+ α
3
12
)2
=
( 1
6
−1
4
+ 1
12
)2
= 1.
Če označimo ∥∆qi∥ = Li, i = 0, 1, 2, potem sta enakosti v (7.6) in (7.9) enaki. To
pomeni, da PHC krivulja za α→ 0 konvergira h kubični Bézierjevi PH krivulji.
Sedaj izračunajmo še doližino PHC krivulje. Parametrično hitrost krivulje smo
izračunali že v dokazu izreka 7.6. Označimo še ϕ := ϕ01 = ϕ12 in Li := ∥∆qi∥,
i = 0, 1, 2. Funkcije wi zapišimo po definiciji (7.7) ter izraz integriramo. Dolžina
PHC krivulje je enaka
ℓ(Bα) =
∫ α
0
σ(t)dt
=
∫ α
0
L0(Z˙1(t) + Z˙2(t) + Z˙3(t)) + L1 cosϕ(Z˙2(t) + Z˙3(t)) + L2Z˙3(t)
= (L0(Z1(t) + Z2(t) + Z3(t)) + L1 cosϕ(Z2(t) + Z3(t)) + L2Z3(t))
⏐⏐⏐α
0
= L0 + L1 cosϕ+ L2.
V razdelku 6 smo obravnavali C-Bézierjeve krivulje, ki predstavljajo krožni lok in
lok elipse. Ali je katera od teh krivulj tudi PHC krivulja? Ugotovitev zapišimo kot
posledico.
Posledica 7.7. Če je Bα C-Bézierjeva krivulja, ki predstavlja krožni lok s polmerom
r in središčnim kotom α, potem je Bα PHC krivulja.
Dokaz. Dokazati moramo, da za C-Bézierjevo krivuljo Bα, ki predstavlja krožni lok
s polmerom r in središčnim kotom α, veljata enakosti (7.9). Iz izreka 6.1 vemo, da
kontrolne točke krivulje Bα predstavljajo oglišča enakokrakega trapeza. Od tod sledi
ϕ01 = ϕ12. Za dokaz druge enakosti moramo izračunati dolžine vektorjev ∥∆qi∥,
i = 0, 1, 2. Krivulja Bα ima kontrolne točke (6.4). Dolžine vektorjev premih diferenc
so zato enake
∥∆q0∥ = rK = rα− S
1− C ,
∥∆q1∥ = r
√
2 + 2K2 − 2C − 4KS + 2K2C = r
√
2α2 + 2α2C − 8αS + 8− 8C
1− cosα ,
∥∆q2∥ = rK = rα− S
1− C .
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Izračunajmo sedaj izraz iz enakosti (7.9). Pri tem uporabimo formule za kotne
funkcije dvojnih in polovičnih kotov ter dobimo
∥∆q0∥∥∆q2∥
∥∆q1∥2 =
(α− S)2
2α2 + 2α2C − 8αS + 8− 8C
=
(α− S)2
4α2
(
1+C
2
)− 8αS + 16 (1−C
2
)
=
(α− S)2
4α2 cos2 α
2
− 16α sin α
2
cos α
2
+ 16 sin2 α
2
=
(α− S)2
(2α cos α
2
− 4 sin α
2
)2
= ρ(α).
Posledica 7.7 je s tem dokazana.
8 Primeri
Omenili smo že, da se Bézierjeve in C-Bézierjeve krivulje uporabljajo pri računal-
niško podprtem geometrijskem oblikovanju. Recimo, da bi z njimi želeli oblikovati
logotip podjetja. Poiskala sem primera dveh logotipov, ki nimata veliko ravnih li-
nij, saj taki primeri niso zanimivi za oblikovanje z omenjenimi krivuljami. Izbrala
sem si logotip podjetja Apple in logotip Prekmurje v srcu, ki je nastal ob 100. ob-
letnici priključitve Prekmurja in prekmurskih Slovencev k matičnemu narodu. Pri
oblikovanju kompleksnejših krivulj običajno uporabljamo zlepke.
Slika 31: C1 kubični Bézierjev zlepek določen s točkami Pi in vektorji vi, i = 0, . . .,
7, ki predstavlja logotip podjetja Apple. Levi del logotipa je zrcalna slika desnega
dela. Modra krivulja je C-Bézierjeva krivulja, ki predstavlja krožni lok.
Logotip podjetja Apple bomo narisali z uporabo C1 kubičnega Bézierjevega
zlepka. Pri tem bomo uporabili formule, izpeljane v razdelku 2.7. Konstrukcije
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se lotimo na naslednji način. Najprej določimo točke Pi in pripadajoče tangentne
vektorje vi, i = 0, . . ., 7, na desni strani logotipa (glej sliko 31). Za delilne točke
intervala sem izbrala števila ui = i, i = 0, . . ., 7. Iz teh podatkov izračunamo
kontrolne točke krivulje in jo narišemo. Kontrolne točke nato prezrcalimo še na levo
stran in narišemo še levi del logotipa. Manjkajoči del jabolka narišemo s C-Bézier-
jevo krivuljo, ki predstavlja lok krožnice. Za oblikovanje lista jabolka določimo še
točki P8 in P9 ter pripadajoča tangentna vektorja. Ta del krivulje ni del prvotnega
zlepka, ampak je samostojen odsek krivulje. Pri konstrukciji smo uporabili naslednje
podatke
P0 =
[
0
0
]
, P1 =
[
2.1
−0.5
]
, P2 =
[
4.8
2.65
]
, P3 =
[
5.25
5
]
, P4 =
[
4.5
7.3
]
,
P5 =
[
3.15
8.3
]
, P6 =
[
1.6
8.45
]
, P7 =
[
0
8
]
, P8 =
[−0.4
8.4
]
, P9 =
[
2
11.2
]
,
v0 =
[
3.5
0
]
, v1 =
[
3
0
]
, v2 =
[
0.7
2.5
]
, v3 =
[
0
3
]
, v4 =
[−1.2
1.7
]
,
v5 =
[ −1
0.35
]
, v6 =
[−1.5
−0.3
]
, v7 =
[−2
0
]
, v8 =
[
4.2
−0.13
]
, v9 =
[−0.8
3.5
]
.
C-Bézierjeva krivulja ima krajišči v P4 in P2 in predstavlja krožni lok s središčnim
Slika 32: Na levi sliki sta narisana kubični Bézierjev zlepek (rdeče) in C-Bézierjev
zlepek za α = π (zeleno). Na desni sliki je končna oblika logotipa podjetja Apple.
kotom ϕ = 130◦ in polmerom r = 2.56. Za enake podatke narišimo še C1 C-Bézierjev
zlepek. Enačbe koordinat kontrolnih točk posameznih odsekov izračunamo enako
kot pri običajnem Bézierjevem zlepku in dobimo
q3i = Pi, q3i+1 =
K∆ui
α
vi +Pi, q3i+2 = Pi+1 − K∆ui
α
vi+1, q3i+3 = Pi+1.
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Pri C-Bézierjevem zlepku na obliko krivulje vpliva še število α. Na sliki 32 je z
zeleno barvo narisan C-Bézierjev zlepek pri številu α = π. Opazimo, da je v našem
primeru razlika med obema krivuljama zelo majhna.
Končno obliko logotipa oblikujemo tako, da na desni strani odstranimo del zlepka
med točkama P2 in P4.
V naslednjem primeru bomo oblikovali logotip slogana Prekmurje v srcu. V
logotipu je z odebeljenimi števkami zapisano število 100 (glej sliko 33). Omejili
Slika 33: Na sliki je logotip Prekmurje v srcu. Rdeča krivulja je G1 PHC krivulja,
črna krivulja pa je krivulja odmika.
se bomo na del logotipa, ki predstavlja ničli. Za oblikovanje bomo uporabili PHC
krivulje. En rob števk bomo določili z G1 interpolacijo, za drugi rob pa bomo
uporabili krivuljo odmika. Enačbe za G1 interpolacijo s PHC krivuljami so bolj
zapletene, zato jih v tem delu ne bomo navajali. Njihovo izpeljavo in končni rezultat
najdemo v [5].
Pri oblikovanju zopet najprej določimo točkePi in pripadajoče enotske tangentne
vektorje di. Z uporabo formul iz članka določimo še preostale kontrolne točke in
narišemo PHC zlepek. Na obliko krivulje dodatno vplivamo z izbiro števila α, ki
nastopa v definiciji PHC krivulj. Za vsak odsek lahko izberemo drugačno vrednost.
V našem primeru sem izbrala interpolacijske podatke in število α v posameznih
odsekih tako, da sta krivulji med P2, P3 in med P6, P7 daljici, ostali odseki zlepka
Slika 34: Končna oblika dela logotipa Prekmurje v srcu, ki smo ga oblikovali s PHC
krivuljami.
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pa so krožni loki. Na sliki 33 je G1 PHC zlepek narisan z rdečo barvo. Drugo
krivuljo dobimo kot krivuljo odmika prvotne krivulje.
Za dokončno obliko logotipa je potrebnih še nekaj popravkov. Daljico P2P3
skrajšamo, da ne seka daljice P6P7. Nazadnje skrajšamo še krožni lok P1P2 in ga
zaključimo z daljico. Končna oblika je prikazana na sliki 34.
V primerih smo ugotovili, da pri oblikovanju običajno uporabljamo zlepke. Potre-
bno je poznati prednosti in slabosti posameznih krivulj, da se znamo v posameznem
primeru odločiti za uporabo najprimernejšega načina interpolacije. Najpreprostejše
so enačbe za oblikovanje z Bézierjevimi krivuljami. Formule za C-Bézierjeve krivulje
so že malo zahtevnejše, vendar lahko z njihovo uporabo narišemo krožne loke in loke
elips. Še bolj zapletene pa so enačbe za interpolacijo s PHC krivuljami. Njihova
dobra lastnost pa je, da lahko preprosto izračunamo njihovo dolžino ali narišemo
odmik krivulje, kar smo uporabili v drugem primeru.
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